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A modul célja

A szamtani kozép ismétlése, a szdmtani és a mértani kdzép Gsszefiiggésének ismerete. Feladatok meg-

oldasa, a hasonlosag anyagaban talalhaté mértani kozép tételek alkalmazasanak elmélyitése.

Idokeret

4 Ora

Ajanlott korosztaly

10. évfolyam

Modulkapcsolodasi pontok

Hasonlosag, statisztika, masodfokt kifejezések azonos atalakitasai, négyzetgyokvonas azonossagai.

Fiiggvények, differencialszamitas.

A képességfejlesztés fokuszai

Pontos szdvegértés, szovegelemzés, a metakognicio fejlesztése. Kovetkeztetés a specialis, a konkrét
megfigyelésektdl az altaldnos esetre, az induktiv gondolkodas fejlesztése.

A val6és szamok ¢€s a szamegyenes pontjai kozotti kolcsondsen egyértelmii megfeleltetés. A szélsOér-
ték fogalmanak elmélyitése a szdmtani és a mértani kozép kozotti Gsszefiiggés segitségével, amely az
alulrol, illetve a foliilrdl torténd becslés képességét is fejleszti.

A lehetséges alkalmazasok megkeresése, a tanult 0 ismeret beillesztése a korabbi ismeretek rendsze-

rébe, a rendszerezo szemlélet alakitasa.

AJANLAS

A modul orakerete lehetdséget ad a kdvetkezo, a tanulocsoport tudasszintjétdl fliggd célok teljesitésére:

e aszamtani és a mértani kozép fogalmanak és kapcsolatuknak az ismerete, abrazolasa szamegyenesen;

e algebrai egyenldtlenségek megoldésa a szamtani és a mértani kozép kozotti egyenldtlenség alkalmazasaval;

o szélsdértek feladatok megolddsa a szdmtani €s a mértani kozép kozotti egyenldtlenség alkalmazaséaval (fliggvények, geometria);

o szélsdértek feladatok megoldésa fliggvényvizsgalattal;
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o sz¢lsdérték feladatok megoldasa masodfoku kifejezés azonos atalakitasaval.
Mint lathat6, a modul feldolgozéasa soran lehetdségiink van kitekinteni a kdzépszint kovetelményrendszerébdl. A kdzépszintli érettséginek nem
kovetelménye a sz¢élsdérték feladatok megoldasa, ezért annak szdmonkérését nem javasoljuk. A fiiggvényvizsgalat el6fordul a vizsgan, a fligg-

vényvizsgalattal kapcsolatos mintapélda és feladatok feldolgozasat javasoljuk.

TAMOGATO RENDSZER

A tanari modulhoz tartozik egy tandrakon hasznéalhat6, elméletet és mintapéldakat tartalmazo bemutatd. Ez egyrészt Power Point programmal

kivetithetd, masrészt foliara nyomtatva irasvetitovel megjelenithetd. Ezen kiviil készithetiink didkjainknak feladatlapokat a tandri anyagot fel-

hasznalva.

ORABEOSZTAS

Oraszam  Oracim

l. Szamtani kozép, mértani kozép

2 Feladatok mértani kozépre

3. A szamtani és a mértani kozép kozotti 6sszefliggés

4 Feladatok szamtani és mértani kozép kozotti osszefiiggésre
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ERETTSEGI KOVETELMENYEK

Kozépszint: Két pozitiv szam szamtani és mértani kdzepének fogalma, kapcsolatuk, hasznalatuk.

Emelt szint: Ismerje n szam szamitott kozépértékeit (aritmetikai, geometriai, négyzetes, harmonikus), valamint a nagysagrendi viszonyaikra vo-

natkozo6 tételeket. Bizonyitsa, hogy >+/ab, ha a,beR™ Tudjon megoldani feladatokat szamtani és mértani k6zép kozotti 6sszefliggés

alapjan.
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MODULVAZLAT

Eszkoz/

Lépések, tevékenységek Kiemelt készségek, képességek Feladat/

Gylijtemény

I. Kozepek

1 | Bevezetés, rahangoldodas: kozépértékek Bemutat6

2 | Szamtani kozép és hibaja Figyelem, rendszerezés, kombinativ gondolkodas, Bemutato, 1.
induktiv ¢s deduktiv kovetkeztetes, elvonatkoztatas. | mintapélda

3 | Szamoléas mértani kdzéppel Frontalis munka. Bemutato, 2—

5. mintapélda

4 | Feladatok megoldasa (csoportmunka) Kommunikacio, kooperacio, metakognicio, szoveges | 1-14. felada-

feladatok. tok
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(o)

I1. A szamtani és mértani kozép kozotti osszefiiggés

I  —R—aSS—SS§“S{y§
1.| Az 6sszefiiggés tapasztalati megismerése (csoportmunka) Kombinativ gondolkodas, induktiv és deduktiv kovet- | Bemutatd, 6.
keztetés, elvonatkoztatas. mintapélda

Szoveges feladatok, kombinativ gondolkodds, induk- | Bemutato, 6—

2. | A szamtani és mértani kozép kozti 6sszefiiggés alkalmazasa (fron-

talis) tiv és deduktiv kdvetkeztetés, elvonatkoztatas. 11. mintapélda

3. | Feladatok megoldasa (csoportmunka, differencialtan) 15-30. felada-

tok
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I. K6zepek

Sok adat (szamsokasag) jellemzd6i kdzott szerepel a legnagyobb és a legkisebb adat, a minta
terjedelme (a legnagyobb és a legkisebb elem kiilonbsége), a kozépmennyiségek (kiillonb6zo
atlagok, kozepek) és az adatok kozépmennyiségek koriili elhelyezkedésére, szétszortsagara

jellemzd szoras.

Eddigi tanulményaink soran megismerkedtiink néhany kozépértékkel a statisztika témakor-
¢ben:

e Szamtani kozép vagy atlag:

. . . . _ a+b e .
a és b valés szamok szamtani kozepe A:T’ vagyis két szam

atlagat (6sszeguk felét) a két szam szamtani kozepének nevezzik.

e Moédusz: a szamsokasag leggyakoribb adata.
e Median: paratlan szamu adat esetén a rendezett minta kozépsé eleme, paros szamu

adat esetén a két kozépso atlaga.

A szamtani kozEép tehat azonos a kdznapi értelemben hasznalt atlag fogalmaval. T6bb szam
esetén a két szaméhoz hasonldan szdmoljuk ki a szamtani kozepiiket: a szdmok Osszegét el-

osztjuk a szdmok darabszdmaval:

_a,+a,+..+a,
n

A ,ahola;, ay, ..., a, valos szamok.

A szamtani k6z€p azonban nem minden esetben jellemzi megfeleléen az adatokat. Vizsgaljuk

meg a kovetkezod példat.

Mintapélda,

Egy cégnél 8 ember 90 ezer, 1 ember 140 ezer, €s 1 ember 500 ezer forintot keres havonta.
Mennyi az atlagkereset?

Megoldas:

8-90000 + 140000 + 500000
10

=136000.
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Ez aligha vigasztalja azokat, akik csak 90 ezer forintot keresnek. Erdemes lenne kiegésziteni a

szoras nagysagaval:

~122246.

oo \/ 8- (136000 —90000)° + (136000 —140000)” + (136000 — 500000)’
10

A szoras nagysagrendje is mutatja az adatok elhelyezkedését. Kiegészithetjiik azzal a meg-
jegyzéssel is, hogy a dolgozok 80%-anak a fizetése az atlagkereset alatt van. JOl szemlélteti a

problémat a keresetekbdl készitett oszlopdiagram is.

Fizetés (ezer Ft.)

600
500 =
400
300
200
100

‘moopooooodl

Dolgozok

Tapasztalataink szerint az atlagot a kiugro adatok elrontjak, ezért sziikség van tovabbi, az

adatsokasdgot jellemzd, atlag jellegli adatokra (kdzepekre). Ilyen példaul a mértani kozép.

a es b pozitiv szamok mértani kozepe: G =+/a-b, vagyis két pozitiv szam

szorzatanak négyzetgyokeét a két szam mértani kozepének nevezzik.

A median, médusz, szamtani és mértani kozép mellett egyeb kozépértékeket is ismeriink:

I 1
N + J—
e Harmonikus kdzép (H): % = aTb (a,b>0), az algebrai atalakitasokat elvégezve
b 2ab .
a+b

A harmonikus kozép jol hasznélhat6é példaul atlagsebesség vagy aramkorokkel
kapcsolatos szamitasoknal.

2 2
o Neégyzetes kozép: N =1/ a ;b (a,b valos szamok) A négyzetes kozepet olyan

adatok jellemzésére szoktuk hasznalni, amelyek atlaga nulla.

A mértani kozEép értelmezhetd tobb szam esetén is, de erre most nem tériink ki. A szdmtani

kozepet A-val jeloljiik (aritmetikai kozEép), a mértani kozepet G-vel (geometriai kozép).
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Mddszertani megjegyzés: Az aranymetszés eléfordult a kilencedikes anyagban. Kiadhatjuk
kiseléadas vagy projektek témajanak ennek ujboli feldolgozasat, vagy az aranymetszés torté-

netével, alkalmazasaval kapcsolatos (példaul internetes) kutatast.

IHINININININININININININIE

A mértani kdz€p az aranymetszéssel is kapcsolatba
a X

hozhat6. Egy szakaszt akkor osztunk fel az arany- ' ’ *

metszés szabalya szerint, ha a hosszabb és a rovi- a

debb szakasz hosszénak aranya ugyanannyi, mint az
egész ¢s a nagyobb szakasz hosszanak az aranya: *

a a+x
—= = a=ax+x’ = a’=x@+x).
X a

Innen a=+/x-(a+ X) , azaz ¢szrevehetjiik, hogy a hosszabb szakasz éppen a rovidebb és az
egész szakasz hosszanak mértani kdzéparanyosa.
Mintapélda,

Szamitsuk ki két szam, 2 és 8 szamtani és mértani kdzepét, €s dbrazoljuk a kozepeket a szam-

egyenesen!
Megoldas: 5 . A
2+8 N Voo '
A=——=5 G=+2-8=4/16=4 . — .
2 V16 2 4 5 8

Mintapélda;
Adott egy téglalap, amelynek oldalai 24 és 6 egység. Mekkora a vele egyenld teriileti négyzet
oldala?
Megoldés:

A téglalap teriilete: T =6-24 =144.

, . . 2 _ |
A négyzet teriilete: T =X, x=12. 12 o4
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Eppen X = /6-24 , vagyis a négyzet oldala a téglalap oldalainak mértani kozepe.

Mintapélda,

Hatarozzuk meg azt a két pozitiv szamot, amelyek szamtani kozepe 10, mértani kézepe 8.

Megoldas:

A mértani kozéppel mar tobbszor talalkoztunk geometriai problémak

esetében is, példaul a hasonldsagnal tanultuk a kovetkezoket:

Jeloljiik X és y-nal a keresett szamokat!
A szamtani kdzép: X*y _ 10, innen X+y=20.
A mértani kozép: \/X-y =8, innen X-y=064.

Ebbdl adédik a 0= x> —20 X + 64 masodfokl egyenlet, amelyet megoldva X, =16 és
X, =4. yértékei: y, =20-16=4, y, =20-4=16.

Ellen6rzés utan a feladatot a valasz leirasaval zarjuk: a keresett szamok 4 és 16.

Magassagtétel: a deré¢kszogli haromszdgben az atfogdhoz tartozo

magassag az atfogot két olyan szeletre bontja, amelyek mértani kézepe a magassag.
Befogotétel: a derékszogli haromszogben a befogd megegyezik az atfogonak, és az
adott befogo atfogora esé merdleges vetiiletének mértani kdozepével.

Erinté és szelészakaszok tétele: egy kiilsé pontbol a korhdz huzott érintdszakasz
mértani kdzép a pontbdl hiizott szeld €s a szeldnek a ponttdl a korig terjedd darabja

kozott.

Madszertani megjegyzés: A kovetkezé mintapélda jobb képességii tanuloknak ajanlott.
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Mintapélda;
Az ABC haromszog BC oldalanak C-n tili meghosszabbitasan levo D pontra igaz, hogy az
ABC szog egyenld a CAD szoggel. Bizonyitsuk be, hogy AD mértani kdzepe a CD ¢és BD sza-
kaszoknak!
Megoldas:
El6szor igazoljuk, hogy az ACD haromszog hasonlé a BAD haromszoghoz.
Mindkét haromszog egyik szoge £ (ABD valamint DAC szogek), s mindkét harom-
szognek van egy a + £ nagysagu szoge (ACD ¢és BAD szdgek).

Felirva a megfelel6 oldalak aranyat:

% = i—[[; , amit atrendezve AD =+/CD-BD , vagyis az allitast igazoltuk.
Feladatok

— 1. Toltsd ki a tablazat hianyzo részeit! (A: szamtani kozép, G: mértani kdzép.)

a) b) ¢) d) ¢) f) g9 (| DD
100 15 2 128 12 120 8 3 102 5
125 20 14 208 | 18,75 | 83,33 | 32 | 12 | 1,8 | 45

1125 | 17,5 8 168 | 15375 (101,67 | 20 | 75| 1 | 25
111,8 | 17,32 | 5,29 | 163,17 15 100 16 | 6 |0,6] 15

O > o o

Madszertani megjegyzés: A sziirke cellak értéke kiszamolando.A g) — j) feladatok a mintapél-
daban bemutatott megoldas szerint masodfokil egyenletrendszerre visszavezethetok. Egyes

esetekben az eredmény kozelito érték.

77 2. Egy busz a menetidejének elsé harmadat 60 km/h, fennmarad6 részét 90 km/h sebes-
séggel tette meg. Mekkora volt az atlagsebessége?
Megoldas:

Az 0t els6 harmadéra s, = 60% =20-t, a fennmarad6 részére s, =90-%: =60-t.

+5,  20t+60t

Az 4tlagsebesség > : ~80 (km/h.)
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i) 3. Egy aut6 az Gt harmadat 60 km/h, kétharmadat 90 km/h sebességgel tette meg. Mekkora

volt az atlagsebessége?

Megoldas: )
A sebesség--id6 koordinata-rendszerben a felrajzolt gra- 90 :
fikon alatti teriiletek segitségével % =60-t,, ahonnan it : 2s
5 S
(oS ) 3 :
7180 valamint ; ; ,
2s S
?=90-(t2 ~t,) = s=135-(t, —t,)=135-t, -135- =
A . ., S 135
Atrendezve: 1,75-s =135-1,. Az atlagsebesség © =——=~ 77,1 km/h.
2 5

Holdkés

T 4. Az alabbi feladat Arkhimédész Lemmak c. konyvében
talalhatd: fejezd ki a holdkés tertiletét r-rel! (A holdkés

az 6korban hasznalt vagoeszkoz volt.)

Megoldas:
Holdkés
A segédvonalak berajzoldsa utan az abra szerint Thalész
tétele miatt derékszogli haromszdget kapunk. rp és r se-

gitségével felirva a holdkés teriiletét kapjuk:

2 2 2
T:(r1+r2)7z_ Nz, L7
2 2 2

J: r,-r, -7 . A magassagte-

tel szerint 2r = \/ 2r -2r, = 2\/ I -r,,vagyis r =./r, -r, . Ezt T-be visszahelyettesitve, a

holdkés teriilete r’z.
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5. Egy derékszogli haromszdgben az atfogdt a hozza tartoz6 magassag 10 és 16 cm-es da-

rabokra osztja. Mekkora a haromszdg teriilete és befog6i?
Megoldas:

A szokasos jelolésekkel a magassagtétel szerint m =
T= % - 1265 (210 * 16) ~164,4cm’. A befogotétel szerint a befogok:

:1/10-i10+16iz 16,12cm, és b =

10-16 =~ 12,65 cm. A teriilet

16-(10+16) ~ 20,40 cm.

6. Egy derékszogli haromszogben az atfogot a hozza tartoz6 magassag 3 cm és 5 cm nagy-
sagu részekre osztja. Mekkora a haromszdg teriilete és keriilete?
Megoldas:

A szokasos jelolésekkel a magassagtétel szerint m=+/3-5 = 3,87 cm. A tertilet
T= me_ M ~ 15,48 cm’. A befogotétel szerint a befogok:

a—w/ 3+5 ~4,90cm, és b=

5-(3+5) ~ 6,32 cm. A keriilet
K= 6,32 + 4,90 +8=19,22cm.

7. Egy derékszogli haromszogben a befogdk ardnya 1,5. Az atfogbdhoz tartoz6 magassag 10
cm. Mekkora részekre osztja az 4tfogot a hozza tartozo magassag?
Megoldés:

A befogotétel szerint a befogdkra felirhato: a = 1/Xi X+Yy ), és

b=,y X+ yi Hanyadosuk — = \/7_5“;(/ 7;((:{ \/_ ahonnan

xa2

=07 =1,5* = 2,25, vagyis X =2,25y . A magassagtétel sze-

y

rint m = /Xy, ahonnan 100 = xy = 2,25y”. Innen y ~ 6,67 és X =15 a keresett szaka-
szok.

8. Mekkora a derékszogli haromszog koré irhato kor sugara, ha a befogdk aranya 3 : 4, €s

az atfogohoz tartozd magassag az atfogot két olyan szeletre bontja, amelyek kiilonbsége
4 cm?

Megoldés:

A befog()tétel szerint az a és b befogora, valamint az X és y atfogo-szeletekre
_Jx(x+y) ?

— =—, amibdl x = az = 2 y. A két szelet kiilonbségére
) yi X+ yi b” 16
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4=y—-x= y—%y:%y.Ebb(’)’l y:%z9,14cm, X=Y—-4~514cm. A kor¢ irhatod

kor sugara az atfogd hosszanak a fele: r = X*¥ o 7,14 cm.

T 9. Az abra jeloléseit felhasznalva igazold, hogy X* =y-z !

Megoldas:

Ha az X hosszusagu szakaszok végpontjait az atmérd vég-

pontjaival 0sszekotjiik, a Thalész-tétel miatt a kdrvonalnal
derékszogek keletkeznek. Ezeknek a derékszogili haromszogeknek a magassaga X,

amely az atfogot y és z darabokra osztja. A magassagtétel miatt az 9sszefliggés fennall.

10. Egy korhoz egy adott pontbdl htizunk egy szeldt, és kiszdmitjuk a szel0szakaszok
szorzatat. Hizhato-e még egy olyan szeld a korhdz, amelyre a szeldszakaszok szorzata
ugyanennyi?

Megoldés:
Az érintd és szelOszakaszok tétele miatt barhogy hizunk is szel6t a korhoz, a szeld-

szakaszok szorzata mindig ugyanannyi (ti. az érintészakasz négyzete).

i) 11. Az ABC haromszog A cstcsbol kiinduld szogfelezo-

jének a koré irt korrel alkotott metszéspontja P , BC
oldallal alkotott metszéspontja Q. Mutasd meg, hogy 4 4
BP mértani kozepe az AP és az QP szakasznak!
Megoldas: B
Eldszor bebizonyitjuk, hogy APB hiromszog ¢s BPQ
haromszogek hasonlok. Az 4bran azonos betiikkel jelolt szogek egyenldk (egyenld

iveken nyugszanak). A kiilsdszog-tétel miatt BQP sz6g nagysaga o + ¢, igy mindkét

haromszognek van két egyenld nagysagu szoge.

BP PQ

A megfeleld oldalak aranyat felirva: AP = BP amit atrendezve kapjuk az allitast:

BP =./AP-PQ.
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=7 12. Bizonyitsd be, hogy a kér PR hurja mértani kozepe a P-bol indulé atmérdnek, és a hur
ezen atmérdjére esd merdleges vetiiletének!
Megoldas: R
Az ébra szerinti jelolésekkel a Thalész-tétel miatt PRQ harom-

sz0g derékszogli. Derékszogli haromszogre érvényes a befogoteé-

tel, PR=,/PQ-PT,amiépp a kivant allitas.

=7 13. Igazold Pitagorasz tételét a befogotételek felhasznalasaval!

far o2 2 2
Megoldas: a’ +b* =c-c, +c-c, =c-(c, +¢,)=c’.

77 14. Igazold, hogy a korben egy P bels6 ponton atmené hurokat P két olyan szakaszra bont-

ja, amelyek mértani kézepe minden P-n 4&tmend hur esetén egyenld.

Megoldas: D
@
Legyen AC és BD két tetszoleges, P ponton athaladé hur. D
¢s C-nél egyenldk a szogek, mert azonos iven nyugvo kertile-
ti szogek. P-nél egyenld csucsszogek talalhatok, igy B
pc_pg
DPAA~CPBA. A megfelel6 oldalak ardnyabol P - PA’

ahonnan PC-PA=PB-DP.
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A szamtani és mértani kozép kozotti osszefiiggés

Mintapéldag

Szamitsuk ki a kdvetkez6 szamok szamtani és mértani kdzepeit, és abrazoljuk szamegyenesen

a szamokat ¢és a kozepeket! Milyen 6sszefliggést talalunk két szam szamtani és mértani koze-

pe kozott?
a) 4 és 25; b) 10 és40; c)5és 16; d) % és %; e)7,2¢és7,2.

Megoldas:

a b A G
a) 4 25 14,5 10 4 R
b) 10 40 25 20 x
c) 5 16 10,5 8,94 —
R N A B et
e) 7,2 7,2 7,2 7,2

Azt tapasztaltuk, hogy a szamtani k6zép nemkisebb a mértani kozépnél, és mindkét kozép a

két szam altal meghatarozott intervallumba esik.

/Két pozitiv szam mértani kozepe nem nagyobb, mint a két szam

szamtani kozepe:

\/a-bga;b_

Egyenldség akkor és csakis akkor all fenn, ha a két szam egyenlé.

=G
a l b
|

| haa=Db
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Két pozitiv szam (a és b) szamtani és mértani kozepét abran is szemléltethetjik.

0

Rajzoljuk meg az a+b hossziisagu szakasz Thalész-korét. Az abra jeloléseivel: r = ar

,ésa
PQR derékszogii haromszogben a magassagtétel szerint m=+a-b,

vagyis a kor sugara a és b szamtani kdzepe, az m-mel jeldlt szakasz a és b mértani kozepe.
Mivel az m hosszisagu szakasz a kor sugaranal nem lehet hosszabb, érvényes az m<r

a+b

egyenldtlenség, vagyis v/a-b < . Az egyenldség akkor teljesiil, ha m =r, vagyis a két

szakasz egyenl6 hosszu: a=Db.

A szamtani és a mértani kozép kozotti 6sszefiiggést a gyakorlatban valtozé mennyiségek
esetén becslésre (egyenldtlenség felirasara), és szélsdérték-feladatok megoldasara hasznal-

juk. Ehhez az kell, hogy vagy az dsszeg vagy a szorzat allando legyen.

Maodszertani megjegyzés: A szélséérték-feladatok megoldasa nem tartozik a kozépszintii érett-
ségi kovetelményei kozé. Csak a matematika irdnt fogékony tanuloknak ajanljuk. A masodfo-
ku kifejezés atalakitasa és a sz€lsdérték vizsgalata azonban kdzépszintli kdvetelmény.
Mintapélda;

Bizonyitsuk be, hogy az f(X) =X+ 1 (x>0)fliggvény 2-nél kisebb értéket nem vesz fel.
X

Megoldas: VA
A szémtani és a mértani kozép kozotti sszefiiggés 5
X+ — ¥ -
szerint: X > X-l = /1, innen X+122. 3 /)
X X ;
Ezt az allitast gyakran igy fogalmazzuk meg: egy pozitiv 1

o
><'ﬂ"

szam ¢és reciprokanak dsszege legaldbb 2. (-
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Mintapéldag
120 méter hosszu keritéssel legfeljebb mekkora teriiletti téglalap alaku telket lehet koriilkeri-
teni?
Megoldés:
Legyen a és b a két oldal. Ekkor a keriilet 2(a+b) =120, vagyis a+b = 60 . Teljesiil
az Osszeg allandosdganak feltétele, ezért becstiilhetiink a szamtani és mértani kozép

a+b

kozotti osszefiiggéssel: va-b < Ja-b<30 = a-b<900.

Tehat legfeljebb 900 m” teriiletii telket lehet korbekeriteni.
A legnagyobb érték 900, ami a =b =30 esetében, vagyis négyzet alaku teleknél le-

hetséges.

Megjegyzés: A feladat megoldhaté masodfok fliiggvény szélséértékénck vizsgalataval is. Az
a+b =60 Osszefiiggésbdl b =60—a. A téglalap teriilete T = ab = 60a —a’. A teljes négy-
zetté kiegészités modszerét alkalmazva T = —(a2 - 60a) = —[(a -30) —9OOJ =

= —(a — 30)2 +900 . A masodfoku fiiggvény minimuma az M(30;900) pontban, azaz az

a = 30m. Tehat a maximalis teriilet 900 m>. Természetesen a = 30m esetén b = 30m adédik.

Mintapélda,
Legaldbb mennyi keritésre van sziikség egy 120 m?-es, téglalap alaki telek korbekeritéséhez?
Megoldés:

Legyen a és b a két oldal hossza. A kerités hossza a keriilet, vagyis 2(a+b). A szamtani

¢s mértani kozép kozotti dsszefliggést felirva

Ja-b SaTH) = 4Ja-b<2(a+b) = 4va-b<K = 4JI20<K = 4382<K
Tehat legalabb koriilbeliil 44 méter kerités kell.
Megjegyzés:
1. Akerités a=b=4/120 ~11 m oldalhossz négyzet esetén a legkisebb.
2. Ebben a feladatban a fiiggvényvizsgalat kozépiskolaban nem szerepld matematikai

ismereteket igényel.
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Mintapélda,,

Mekkora a maximalis teriilete annak a téglalapnak, amelynek keriilete 40 cm? Mekkorak ek-
kor a téglalap oldalai?
Megoldés:
A feladat hasonlit az egyik el6z6 mintapéldara, de most megoldjuk két masik modszerrel
is. Jelolje x és y a két oldalt!
1. Megoldas:

. " . R X+
X és Y pozitiv szamok, ezért /Xy < y

= JX-y<10 = x-y<100. Tehat

legfeljebb 100 cm? lehet a teriilet. Egyenl6ség (legnagyobb érték) abban az esetben for-
dul el6, ha x=y =10 cm.

Egyéeb megoldasok:
A kertiletbol 2(X + y) =40, ahonnan X+ Yy =20, y=20-x. Ezt a teriiletbe helyette-

sitve T = X- (20 - X) = —X* 4+ 20X . A feladat nem mas, mint megkeresni, hogy milyen x

esetén lesz a masodfoku kifejezés értéke a legnagyobb. Ez két modszerrel: nevezetes

azonossag vagy fliggvényvizsgalat felhasznalasaval is meghatarozhato6.

2. Megoldas:
Alakitsuk 4t a teriilet képletét tigy, hogy teljes négyzet szerepeljen benne:
T = —x* +20x = —(x> = 20x) = =|(x—10)* —100|=100— (x—10)} . Ez a kifejezés x =10

esetén veszi fel a legnagyobb értékét, ami 100.

3. Megoldas:

100} - S

Hatarozzuk meg a kifejezés zérushelyeit, és vazoljuk

50

fel a masodfoku kifejezéshez tartozo parabolat!

=Y

A zérushelyeket a —x* +20x =0 egyenlet megolda-

=50

saval kapjuk: 0 és 20. A parabola szimmetridja miatt

a legnagyobb értékét a két zérushely kozott, éppen kozépen, azaz a

helyen veszi

fel, vagyis X =10 esetén.

Tehat a maximalis teriilet 100 cm?, és 10 cm oldalu négyzet esetén teljesiil.
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Megjegyzés: a sz¢&lsOérték vizsgalata differencidlszamitdssal is torténhet. Ez az emelt szinti

érettségi anyaga.

Mintapélda,,

Szerkessz 8 cm oldalhosszisagu szabalyos haromszoget! Mekkorak az oldalai a haromszogbe
irhat6 téglalapok koziil annak, amelynek teriilete a lehetd legnagyobb? A kiszamitas utan

szerkeszd meg a haromszogbe a kapott téglalapot!

C
Megoldas: /?\
Jelolje X és y a téglalap oldalait az abra szerint, a tégla- // \\
lap teriilete T = X- Yy, ahol 0 < X <8. Az ADE derék- 8 //f . \\\
szogl haromszog egyik szoge 60°, ezért I?/ I \\
/ly \\
DE:AE-\E:y:\E@—EJ. / ! x ‘

T=x+3[4-2]|= 4\/§x—£x2 = ﬁx(S— X) masod-

2 2 2
foku kifejezés maximalis értékét a két zérushely (0 és 8) szamtani kozepénél veszi fel,
vagyis X =4 esetén. Ekkor y = ﬁ(4—gj =243 . Ateriilet T =843

Megszerkesztése konnyli, mert az AB oldal negyedeld pontjait kell megszerkeszteni.

Maodszertani megjegyzés: A feladatok kozott talalunk hasonld példakat.

Feladatok

=7 15. Szerkeszd meg a kovetkez6 hosszisagl szakaszok szamtani és mértani kozepét!
a)4 cmés 6 cm; b)3cmés 9 cm; c)Scmés 8 cm.

Megoldas: Thalész tételét és a magassagtételt (vagy a befogotételt) hasznaljuk.

=7 16. Egy derékszogli haromszog befogdinak dsszege 5 cm. Legfeljebb mekkora lehet a te-
rlilete, és a legnagyobb teriilet esetén mekkorak a haromszog oldalai?

1. megoldas: figgvényelemzessel.
Jelolje x és (5—x) a két befogd hosszat. Ekkor a teriilet T(x)= % X-(5—x). A kifejezés-

hez tarozé paraboldnak maximuma van, és a szimmetria miatt épp a zérushelyek szam-
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tani kozepénél, azaz X = 2,5 esetén. Ekkor T(2,5) =3,125cm’, a befogok hossza 2,5 cm,
az atfogd 2,52 3,54 cm.
2. megoldas: szamtani és mértani kdzép segitségével.

A szamtani és mértani kdzép kozotti egyenldtlenségbdl kiindulva

Jx-(5=x)< @ =>X- (5 - X)S % . Az egyenldtlenséget 2-vel osztva kapjuk,

hogy T < % cm’. Legnagyobb a teriilet akkor, ha a két szam egyenlé: X =5 — X , ahon-

nan a haromszog befogdinak hossza 2,5 cm, atfogoja 2,5 - \/E ~ 3,54 cm.

=7 17. Egy derékszogii haromszog befogdinak dsszege 40 cm. Legfeljebb mekkora lehet a
teriilete, és a legnagyobb teriilet esetén mekkordk a haromszog oldalai?
Megoldas:

X - (40— x)

Jelolje x és (40 - X) a két befogd hosszat. T = . A szamtani és mértani k6zép

kozotti egyenldtlenségbdl kiindulva |/x - (40 — x) < %O_X) —x- (40— x)< 400. Az

egyenlétlenséget 2-vel osztva kapjuk, hogy T <200 cm® Legnagyobb teriilet abban az
esetben lehetséges, ha a két szam egyenld: X =40 — x, ahonnan a haromszog befogoinak

hossza 20 cm, atfogoja 20 - V2 ~ 28,28 cm.

=7 18. Egy rakétat fliggblegesen felfelé 16viink ki v, = 40 m kezddsebességgel. Milyen ma-
s

g

gasra repiil a rakéta, ha repiilési magassagataz y =v, -t — Etz képlet alapjan hataroz-
hatjuk meg (t az indulastol szamitott 1d6). Mikorra allitsuk a robbanast meghatarozo
1d6zit6t, ha a palya legmagasabb pontjan kell robbantani? (g =10 SEZJ .
Megoldas:
Behelyettesitve az adatokat, az y=40-t—5-t* = -5 -(tz —8-'[) kifejezést kapjuk. Ezt
atalakitva y =-5- [(t —4) - 16J: 80—5-(t—4)’. Ez t =4 s esetén maximalis, és a ma-

ximalis magassag 80 méter. Az idékapcsolonak 4 s mulva kell bekapcsolnia, 80 m ma-

gassagban.
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7 19. Egy rakétat fliiggdlegesen felfelé 16viink ki v, = 30 o kezddsebességgel. Milyen ma-
S

9

gasra repiil a rakéta, ha repiilési magassagataz y =v, -t — Etz képlet alapjan hataroz-
hatjuk meg (t az induldstol szamitott idd). Mikorra allitsuk a robbanast meghatarozo
1d6zit6t, ha a palya legmagasabb pontjan kell robbantani? [g =10 EZJ .

]

Megoldas:
Behelyettesitve az adatokat, az y=30-t—5-t* = —5-(t2 —6-t) kifejezést kapjuk. Ezt

atalakitva y=-5- [(t -3) - 9]= 45-5-(t-3)’. Ez t=3 s esetén maximalis, és a ma-

ximalis magassag 45 méter. Az 1d6zit6t 3 s-ra kell beallitani.

Madszertani megjegyzés: A kovetkez6 feladatok az emelt szintii érettségi kovetelményrend-

szerére épiilnek. Atvételiket csak érdekl6dd didkoknak javasoljuk.

a’+2

20. Igazoljuk, hogy a > 0 esetén fennall a 2 <

egyenldtlenség!
a’+1

Megoldas:

A szémtani és mértani k6zép kozotti egyenldtlenségbdl kiindulva

2 2
wliaz +1 i-l < 2 +21 *l _2 2+2 . Ezt atrendezve kapjuk a kivant allitast.

2
i) 21. Igazoljuk, hogy a > 0 esetén fennall a 2 < a 2+ 3
a +2

egyenldtlenség!

Megoldas:

A szamtani és mértani k6zép kozotti egyenlOtlenségbdl kiindulva

2 2
\/iaz +2 i-l < a +22 *l _2 2+ 3 . Ezt atrendezve kapjuk a kivant allitast.
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22. Igazold, hogy pozitiv X, Y, a és b szamok esetén teljesiilnek a kdvetkezd egyenl6tlensé-

gek:
2 2 2 2
a)X-ySX +y . b 2ab£a+b; C)a+bS/a +b .
2 a+b 2 2 2
Megoldés:

a) Kovetkezik abbol, ha a szamtani és mértani kozép kozti 6sszefiiggésbe a helyére X2, b

helyére y*-et helyettesitiink.

a b
ab_p a
b) Induljunk ki abbol, hogy barmely két pozitiv a és b szamra b3 < 5 a. vagyis
a
a’+b’
2< o8 és b pozitivak, igy 2ab < a’ +b’. Az egyenlétlenség mindkét oldala-
al

hoz 2ab-t adva 4ab < (a+b)’, amit dtrendezve kapjuk az allitast.

(a+b) _a’+b’

¢) Induljunk ki abbol, amit igazolni kell, és emeljiik négyzetre:

b6l (a+b)’ <2a’ +2b?, azaz a’ +b? +2ab < 2a” + 2b”. Atrendezve

0<a’+b”?—2ab, vagyisa 0<(a—b)’ érvényes egyenl6tlenséget kapjuk. Az atala-

kitasaink ekvivalensek voltak, ezért az allitast igazoltuk.

Maodszertani megjegyzés: Az ilyen feladatoknal célravezeté modszer a bizonyitando egyenlét-
lenségbdl kiindulva, annak ekvivalens atalakitasaival igaz 6sszefiiggést kihozni, mint azt a c)

megoldasa mutatja.

i) 23. Hatarozd meg az f(X)=x+ > (x > O)ﬁiggvény minimalis értékét! Milyen X esetén
X

minimalis a fiiggvény értéke?

Megoldas:

X+ =
Felhasznalva a szamtani ¢s mértani kozép kozotti egyenldtlenséget 5 X> ‘fx -—, va-
X

gyis f(x)> 245 . Legkisebb értékét akkor veszi fel, ha x = 2, aminek megoldasa x >0
X

miatt X = \/g
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24. a) Egy 20 cm hosszsagl szakaszt két részre osztunk, és mindkét részre irunk egy
négyzetet. Mekkora részekre kell osztani a szakaszt, hogy a négyzetek teriiletének 6sz-
szege a lehetd legkisebb legyen?
b)Oldd meg a feladatot altalanosan is, amikor a szakasz hossza a egység!

Megoldas:

b) Legyen X és y a két rész, ekkor y =a — X. A teriiletek 6sszege T = x> +y* =

=X’ + (a - X)2 =2x* —2ax+a’. Ezt teljes négyzetté alakitva T = 2(X2 - ax)+ a’ =
a)’ a’ a)’ a’ a a

=2 (X——j ——|+a’ :Z(X——j +— . Tértéke X=—, y =— esetén minimalis
2 4 2 2 2 2

2
e e, a
A minimalis értéek T . =—.

min

Az a) esetben ugyanez a gondolatmenet konkrét szamokkal végigszamolhatd, 10-10 cm-
es szakaszokra kell osztani a szakaszt, a minimalis teriilet 200 cm?.

Maodszertani megjegyzés: A feladatot az emelt szintre késziilé didkok megoldhatjak a szamta-

XX +y? _X+y
ni és a négyzetes kozép segitségével is. A 5 > 5 egyenl6tlenséget négyzetre

2 2 2 2
emeljiik: X ;y Z(X-;y) . Innen X2+y22@,aholT=X2+y2,és X+Yy=a,azaz

2 2
T2 7 Tehat T = 5 a minimalis teriilet, mely a két valtoz6 egyenldsége esetén all fenn,

azaz X=Yy =

2

25. Egy 40 cm hosszusagu szakaszt két részre osztunk, és mindkét részre irunk egy szaba-
lyos haromszoget. Mekkora részekre kell osztani a szakaszt, hogy a haromszdgek terii-
letének Osszege a lehetd legkisebb legyen? Oldd meg a feladatot altalanosan is, amikor
a szakasz hossza a egység!

Megoldas:

Legyen X ésy a két rész, ekkor y =a— X. A teriiletek 6sszege

2ax+a>]. Bzt dtalakitva

T =X2?+ y2g=g[x2 +(a—x)2]:§[2x2 -
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T =§[2(X2 —ax)+ a2]=2§{(x—§f —£]+a2£:£(x—ij2 + azf . T ér-

2 4 4 2 2

a3

8

téke X =— esetén minimalis, a minimalis értek T . =

Ugyanez a gondolatmenet konkrét szdmokkal végigszamolhat6, 20-20 cm-es szakaszok-

ra kell osztani a szakaszt, a minimalis teriilet 200\/3 ~ 346,41 cm?.

Madszertani megjegyzes: A feladatot emelt szintre késziilé diakok megoldhatjak a szamtani és

a négyzetes kozép segitségével is.

N 2t .

26. A 600 m” teriiletd, téglalap alaku telkeknek ...
a) legalabb mekkora lehet az atloja?

b) legalabb mekkora lehet a kertilete?

Megoldas:
Jelolje a és b a két oldalt. Ekkor ab = 600.
a) Az atlé v/a’ +b” . A szadmtani és mértani kdzép kozotti egyenlétlenségbél kiindulva,
felhasznalva a négyzetgyok fiiggvény monoton névekedését becsiilhetjiik a kifeje-

a+b

zést: vJab < . Bzt négyzetre emelve 4ab <a’ +b’ +2ab, vagyis

2ab < a’ +b?, ahonnan az 4tléra a +/2ab <+/a’ +b* becslés adodik. A telek 4tloja
legalabb 41200 = 34,64 méter hosszu.

b) A 2(a+b) keriiletre egyszeriibb a becslést megadni: 2(a+b)> 4+/ab , vagyis a kerii-

let legalabb 97,98 méter hosszu.

i) 27. 300 méteres keritéssel 3 oldalrdl akarunk egy téglalap alaku telket korbe keriteni. Adj

becslést a telek legnagyobb tertiletére!
Megoldas:
i
Legyen a és b a téglalap két oldala. Ekkor 2a+b =300, va- =

e

gyis b =300—-2a. A telek teriilete: a Telek a

b
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T =ab=a(300-2a)=300a—2a’ =2a(150 —a). Most a szamtani és mértani kozép
kozti egyenlétlenség nem hasznéalhatd (nem allandoé 2a és 150—a sszege). A teriilet

fiiggvény két zérushelye 0 és 150, A maximalis értéket ezek szamtani kdzepénél veszi

0+150

fel a fliggvény, igy a = =75. Ekkor b =300-2-75=150, a tertilet

T =75-150 =11250m>. A telek teriilete tehat legfeljebb 11250 m%, ami két 75 m és egy

150 m hosszu oldal esetén valosul meg.

o 28. 450 méteres keritéssel 3 oldalrol akarunk egy téglalap alakt telket korbe keriteni. Adj

becslést a telek legnagyobb teriiletére!
Megoldas:
Legyen a és b a téglalap két oldala. Ekkor 2a+b =450, vagyis b = 450—2a. A telek
teriilete: T = ab = a(450-2a)=450a—2a’ =2a(225-a). A teriiletfliggvény két
zérushelye 0 és 225. A maximalis értéket ezek szdmtani kdzepénél veszi fel a fiiggvény,

0+ 225

igy a= =112,5. Ekkor b =225, ateriilet T =112,5-225=25312,5 m’. A telek

teriilete tehat legfeljebb 25312,5 m?, ami két 112,5 m és egy 225 m hosszu oldal esetén

valosul meg.

& 29. Mekkorak a szabalyos haromszdgbe irhatd maximalis teriileti téglalap oldalai, ha a
haromszog oldala ... a) 24 cm; b) a.
Megoldas:
5 5

b) y:73(a—x).Ateriilet T :xy:73x(a—x):

:ﬁ[—(xz—ax)]:ﬁ{—{x—gj +a—2}Ez X=E esetén
2 2 2

2 4

maximalis, €s ekkor y =

a\/g %(a—x) X
e
a) a helyére 24-et helyettesitve a téglalap oldalai 12 cm és 63 ~ 10,39 cm.

Madszertani megjegyzes: A feladat gyakorlasképpen megoldhato szabalyos haromszog he-

lyett egyenldszart derékszogii haromszoggel is.
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Kislexikon

a+b :
a és b pozitiv szamok szamtani kozepe (atlaga) A= — mértani kdzepe G =+/a-b.

Szamtani és mértani kozép kozotti egyenlétlenség: két pozitiv szdm mértani kézepe nem
nagyobb, mint szdmtani kdzepe. A szamtani és a mértani kdzép akkor és csakis akkor egyen-

16, ha a két szam egyenld.

a+b

Tétel: vab < —

Maodszertani megjegyzés: Emelt szinten sziikség van a tobbi kozépértékre is.

A szamtani és a mértani k6zép mellett hasznaljuk a kovetkezd kdzepeket is:
it

) . I a b ., oy . 2ab
e harmonikus kézép (H): ﬁ= > az algebrai atalakitdsokat elvégezve H = 5’
a+

2 2
/ b
négyzetes kozép (N): N = a+v er .

Az egyenldtlenségek kozotti kapesolat: H <G <A< N.




