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Matematika ,A” 10. évfolyam — 9. modul: Hegyesszogek szogfliggvényei

A modul célja

Szogfiiggvények bevezetése hegyesszogek esetén, alapvetd trigonometriai feladatok.

Idokeret

10 Ora

Ajanlott korosztaly

10. évfolyam

Modulkapcsolodasi pontok

Hasonlosag, forgasszog szogfliggvényei, trigonometrikus fiiggvények.

A képességfejlesztés fokuszai

Egyszerti feladatok deré¢kszogli haromszogekben. Zsebszamologép biztos haszndlatanak elsajatitasa. A
valosagos targyak méretei, €s azok geometriai modellje kozotti arany becslése.

Sikidomok keriiletének, teriiletének, térbeli alakzatok felszinének becslése. A valdsag targyainak
geometriai modellezéséhez sziikséges képességek tovabbfejlesztése. A geometriai feladatok algebrai
eszkozokkel torténd megoldasi képességének fejlesztése. Geometriai fogalmak segitségével az abszt-

rakcios képesség fejlesztése.

A modulhoz kapcsolodo érettségi kovetelmények

Trigonometrikus egvenletek

Kozépszint

Tudjon definiciok és azonossagok kozvetlen alkalmazasat igényld feladatokat megoldani

Trigonometria

Kozépszint

e Tudja hegyesszogek szogfiiggvényeit derékszogli haromszog oldalaranyaival definidlni, ismereteit alkalmazza feladatokban.

e Tudja és alkalmazza a szogfliggvényekre vonatkozo alapvetd dsszefliggéseket: potszogek, kiegészitd szogek, negativ szog szogfligg-
vénye, pitagoraszi 6sszefliggés.

e Tudjon hegyes szogek esetén szogtiiggvényeket kifejezni egymasbol.

e Ismerje és alkalmazza a nevezetes szogek (30°, 45°, 60°) szogfliggvényeit.
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Emelt szint

Tudjon szogfliggvényeket kifejezni egymasbol.

Keriilet, teriilet

Kozépszint

Ajanlas
A modulba sok feladat és alkalmazas keriilt. Ez lehetdséget ad a differencidldsra a tanuldcsoport képességeinek figyelembevételével. Ha sziiksé-
ges, a tanorak atcsoportosithatok (példaul a 2-3. illetve 6-7. 6ra anyagai 0sszevonhatdk, és igy nyeriink a modul végére két feladatmegoldo orat).

A kozépszintii érettségin nem jellemzd a nehezebb trigonometrikus feladatok kittizése, azokat emelt szintre késziilé vagy érdeklddébb tanuloknak

ajanljuk.

Javasoljuk a Polydron, plexi testek és hasonld szemléltetéeszkdzok haszndlatat tandrakon. Feladhatjuk tanuldinknak projektmunkaban, hogy

gyljtsenck a kereskedelemben kaphat6, nem téglatest alaki csomagolasokat, és hatarozzak meg ezek jellemz6 szogeit (példaul alaplap és oldal-

Ismerje a kertilet €s a tertilet szemléletes fogalmat.

. o T e e e . a-m absin
Héromszog teriiletének kiszamitasa kiilonb6z6 adatokbol: t = 2 t= Y
Nevezetes négyszogek teriiletének szamitasa.

Szabalyos sokszogek keriiletének és teriiletének szamitasa.
Kor, korcikk, korszelet keriilete, teriilete.

Keriilet- ¢és teriiletszamitasi feladatok.

lap hajlasszogét).
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Tamogato rendszer

A modulhoz tartoznak projektor segitségével kivetitheté bemutatdk, amelyek hasznalhatok 1) anyag feldolgozasakor vagy Osszefoglalds soran.
Fejezetenként egy-egy prezentacio késziilt, amely tartalmazza az elméleti anyagokat és a mintapéldakat (megoldassal). Hasznalatukkal megold-
hat6, hogy a tanul6i munkafiizetet csak feladatmegoldashoz hasznaljuk, ezért ahol a modulvazlatban tanul6i munkafiizet szerepel, ott helyette
bemutato is értend6 (kiilon nem tiintettiik fel). Csoportmunka soran is hasznalhatok, amennyiben a csoportoknak a feladatkitizés egyszerre torté-
nik. Ezen kiviil készithetlink didkjainknak feladatlapokat a tanari anyagot felhasznélva (egy feladatlapot el is készitettiink az elsé témakdr minta-

példaibol).

Orabeosztas

Oraszam Oracim

1. Hegyesszogek szogfliggvényeinek definicidi
2.-3. Egyszerl feladatok szogfliggvények hasznalatara
4 Osszefiiggések a szogfiiggvények kozott

5 Feladatok megoldasa

6. Nevezetes szogek szogfiiggvényei

7 Feladatok nevezetes szogekre

8 Sokszogekkel kapcsolatos feladatok

9 Korrel kapcsolatos feladatok

10. Egyenlettel megoldhato feladatok szogfiiggvények alkalmazasara
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MODULVAZLAT

Eszkoz/

Lépések, tevékenységek Kiemelt készségek, képességek Feladat/

Gylijtemény

fiiggvényeinek definicioi.

1 | Bevezetés, rahangolodas: hasonldsag szogtartosaga, torténeti vo- Figyelem, rendszerezés, kombinativ gondolkodas, Tanulok kony-
natkozasok) induktiv és deduktiv kovetkeztetés, elvonatkoztatds. |ve L.
2 | Definiciok Frontélis munka.
3 | A definicidk alkalmazasa alapfeladatokban (mintapéldak csoport- | Szdmolés, kombinativ gondolkodas, szdmologép 1-5. mintapél-
munkéban) hasznalata. Kommunikacio, kooperacio, da, 9.1 feladat-
metakognicio, szoveges feladatok. lap
4 | Feladatok megoldésa (csoportmunka) 1-28. felada-
tok koziil va-
logatunk
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befiigovényei kozott.

1. | Az Osszefiiggések megismerése (javasolt modszer: szakértéi moza- | Szoveges feladatok, kombinativ gondolkodés, induk- | Tanulok kony-
ik, csoportmunka) tiv és deduktiv kdvetkeztetés, elvonatkoztatas. Koope- | ve Il

racid, kommunikacio, metakognicio, rendszerezés.

2. | Mintapéldak az 6sszefiiggések alkalmazasara (frontalis). Szoveges feladatok, kombinativ gondolkodas, induk- | 6—7. mintapél-
tiv és deduktiv kovetkeztetés, elvonatkoztatas. da
3. | Feladatok megoldasa (csoportmunka, differencialtan) 30-33. feladat

tiv és deduktiv kovetkeztetés, elvonatkoztatas. ve I11.
2. | Mintapélda az dsszefliggések alkalmazésara (frontélis). 8. mintapélda
3. | Feladatok megoldasa (csoportmunka, differencialtan) Szoveges feladatok, kombinativ gondolkodas, induk- |34—45. felada-
tiv és deduktiv kovetkeztetés, elvonatkoztatas. A tok koziil va-
geometriai feladatok algebrai eszkozokkel torténd logatunk
megoldasi képességének fejlesztése.
A valosag problémainak modellezése. Kooperacio,
kommunikécid, metakognicid, rendszerezés.
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portmunka): trigonometrikus teriiletképlet, koré irt kor sugara, sza- |tiv és deduktiv kovetkeztetés, elvonatkoztatds. A mintapélda
balyos sokszogek kertilete, teriilete, vektorok hajlasszdge. geometriai feladatok algebrai eszkdzokkel torténd
2. | Feladatok megoldasa (csoportmunka, differenciéltan) megoldasi képességének fejlesztése. 46-87. felada-
A valosag problémainak modellezése. Kooperacio, tok koziil va-
kommunikécio, metakognicio, rendszerezés. logatunk

1. | Oldalak szogfliggvényei Kombinativ gondolkodas, induktiv és deduktiv kdvet- | Tanulok kdny-

2. | GOmbi Pitagorasz-tétel keztetés, elvonatkoztatas. ve, gdbmbkész-

3. | Feladatok megoldasa let
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L)

I. Hegyesszogek szogfiiggvényeinek definicioi

Ha egy haromszoget nagyitunk vagy
kicsinyitiink, a szogei nem valtoznak. _—
Az aranytartas kovetkeztében a meg-

feleld oldalak ardnya szintén allando.

Ebbdl arra kovetkeztethetiink, hogy a
haromszdgben a szogek és az oldalak aranya kozott kapcsolat van. A trigonometria (hdrom-

szogtan) foglalkozik a haromszogek adatainak, a szogek és oldalak kapcsolataval.

A szbgek és tavolsagok kapcsolatat mar az dkorban is tanulmanyoztdk és hasznaltak Kina,
India teriiletén csaktigy, mint Egyiptomban az épitkezéseknél. Kr. e. 3-400 koriil mar hasznal-
tak hartablazatokat, s6t szinusztablazatokat is. Az els6 évszdzadban hegyesszogekhez tartozé
harok hosszat foglaltak tablazatba, félfokonként, és ismerték a két szog Osszegének és kii-

l6nbségének szogfiiggvényeire vonatkozo képleteket (ma az emelt szintii érettségi tananyaga).

A trigonometria alapja a szogfiiggvények definicioi. A hegyesszdgek szogfiiggvényeit derék-
szOgl haromszdgben értelmezziik, és ezeket a definicidkat késdbb kiterjesztjiik mas szogekre

is (nem hegyesszogekre).

A hegyesszidgek szinusza

Egy aluljarobol 17 méter hosszu, egyenes rampa vezet fel a jarda szintjére, €s a rampa egyen-
letesen, 26,5°-ban emelkedik a vizszinteshez képest. Ezekbdl az adatokbdl meghatarozhato,
hogy milyen mélyen van az aluljar6. Segitségiil hivjuk a valésag modelljét: jelen esetben az

eredetihez hasonl6 derékszogli haromszoget.

c
Szerkessziink egy 26,5°-0s derékszogli haromszoget példaul 5 em
5 cm-es atfogdval. A két haromszog szogei paronként egyen- &
16k, ezért a két haromszdg hasonlo, tehat a megfelel6 oldalaik 26,5° :

A B

aranya egyenlé. Ha lemérjiik az ABC haromszdg 26,5°-0s
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szoggel szemkozti befogojat, akkor a = 2,2 cm-t kapunk. A keresett oldal hosszat x-szel jeldl-

2,2-17

X a .
ve: — =—,Innen X =
17

~ 7,5 méter.
Segitségiil barmilyen 26,5°-0s derékszogli haromszoget hivhattunk volna, mert a szoggel
szemkozti befogd és az atfogd aranya a hasonldsag miatt dllando. Ezt a hanyadost a hegyes-
sz0g szinuszanak nevezziik, €s jelen esetben 4 tizedesjegyre kozelitd érteke ~ 0,4462 .

. jarda

A szoggel szemkozti befogo, az atfogd €s a —

hegyesszog kozott a szinusz szogfliggvény

teremti meg a kapcsolatot. A 26,5°-0s szog

szam adja meg, hogy egy ehhez hasonld haromszdgben az atfogoét mennyivel kell megszoroz-

szinusza kozelitéleg 0,4462. Ez a szorzo- aluljard

ni, hogy megkapjuk a szoggel szemkdzti befogot:  sin 26,5°=%, ahonnan

X=17-s1n26,5° ~ 7,59 méter.

Egy a hegyesszdg szinusza az a szogu derékszogl haromszogben az o

szoggel szemkozti befogd és az atfogdé hanyadosa.

_ szdggel szemkozti befogo
- atfogé

sin a

. 0,4462 0,8924 13386 11,7848
sin 26,5° = = = = =..
1,7848 1 2 3 4

A szbgek szogfiggvényeinek értékét legegyszeriibben zsebszamoldgép segitségével tudjuk
meghatarozni. Szamoldgépet hasznalunk akkor is, amikor azt kell meghataroznunk, hogy egy
adott szégfliggvényértékhez mekkora szég tartozik.

Jelenleg sokféle tudomanyos szamoldgépet talalunk a piacon. Leggyakoribbak a normal és a
DAL tipusuak. A normal tipusuaknal elébb a szamokat visszik be, majd a miveleteket valaszt-
juk ki a megfelel6 gombokkal. A DAL tipusu kalkulatoroknal a képleteket olyan médon visszik
be a gépbe, ahogyan azt a papirra leirjuk (példaul kezel torteket, és a szorzasjelet sem kell be-

vinni, ha zardjeles kifejezést szorzunk).
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A DAL tipusu szamologépeknél a miiveletet el6re jelezzik: @ 26,5° H

A normal tipusuaknal a szogfiiggvény értékét igy hatarozzuk meg: 26,5 @

,Visszakereséshez” ugyanezeket a billentyiiket hasznaljuk: a [2ndF| vagy Shift billentytivel elér-

heté masodik (sin) funkcidjukat:

sin”' sin”’
DAL gépen:[2ndF] sin| 26,5° [=| , normal tipusu gépen: 26,5° )

A szdgek mértékegységei kozott a szamoldgépen talalhaté DRG| vagy RAD| gombbal valtha-

tunk. Amennyiben D tGzemmddot jeldl a kijelz6, a megadott adatokat a szamolégép foknak ér-

telmezi. R esetében radiannak, G esetén ujfoknak.

A hegyesszogek koszinusza

A szog szinusza a derékszogii haromszogben a szoggel atfogo

szemkozti befogot és az atfogoét kapcesolja 6ssze. Hasonldan

egy sz0g koszinusza Osszekapcsolja a szog melletti befogot o

az atfogoval sz6q melletti befogo

Az 57 méter magas pisai ferde torony arnyéka 5 méter délben. Ezekbdl az adatokbol a koszi-
nusz szogfliggvény segitségével kiszamithatjuk, hogy mekkora szdget zar be a talajjal a to-

rony. A szemléltetés kedvéért kicsit még jobban eldontdttiik a tornyot.

5

cosa =—
57

S7
Zsebszamologéppel szamolva:
o =~ 85°.
[\
S

Egy o hegyesszdg koszinusza az a sz6gl derékszdgl haromszogben

az a sz6g melletti befogd és az atfogdé hanyadosa.

_ szO0g melletti befogo

COSs o =

atfogo
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A hegyesszogek tangense, kotangense

Egy permetez0 repiilégép olyan helyen all, ahol
gyorsitas utdan a fakig 81 méter szabad ut all
rendelkezésre a felszallashoz. A 81 méter alatt
10 méter magasra kell emelkednie. A pilotanak ¢
felszallaskor az emelkedés szogét be kell allita-

nia. Mekkora a kérdéses szog?

A feladatban a derékszogii haromszog két befogoja és a

hegyesszog kozotti kapcsolatot a tangens szogfliggvény

teremti meg: tga = ;—?, ahonnan « = 7,04°. Ha a befo-

10 m

gok aranyat forditva irjuk fel, a szog kotangensét kap- 81m

juk.

Osszefoglalva: a hegyesszogek szogfiiggvényeinek definiciéi de-

rékszogl haromszogben:

(Egy o hegyesszdg tangense az o szogl derékszogl haromszogben az
o szbggel szemkozti és az o melletti befogd hanyadosa.

szbggel szemkozti befogo

19 0= 75,59 melletti befogé

(Egy o hegyesszog kotangense az a szogl derékszogl haromszogben

az a sz6g melletti és az o sz0ggel szemkozti befogd hanyadosa.

___sz6g melletti befogo
~ szoggel szemkozti befogé

ctg o

b

. szO0ggel szemkozti befogd a szog mellettibefogd b
sina = =— cosqa = =—
atfogo c atfogo c

_ szbggel szemkozti befogo _ a sl = sz0g melletti befogo 9

sz0g melletti befogd b sz0ggel szemkozti befogd - a

tga
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A szogfiiggvények értékeit altalaban négy tizedesjegyre kerekitjiik, a fokokban meg-
adott szogeket egy tizedesjegyre.

Régebben szinusz- és koszinusz-tblazatokbdl hataroztak meg a szogfiiggvények értékét (a
fliggvénytablazatban is talalunk ilyen jellegii tablazatokat), ma szamoldgepet (kalkulatort)
hasznalunk. Vegyiik észre, hogy a szogfiiggvényértékeknek nincs mértékegysége, hiszen

két tdvolsag hanyadosaként értelmeztiik azokat.

Mintapélda,
Hatéarozzuk meg zsebszamologéppel 52°12° szdgfiiggvényeit!
Megoldas:
Egyes szamologépeken nem kell atvaltani a 12’-et fokka, kiilon billenty(i talalhatd a fok-

0999 3

perces adatbevitelre (DMS vagy °’” jelzéssel). Akinek nem ilyen a szdmologépe, elbtte at

kell valtani a 12’-et fokka: % =0,2°;12'=0,2°, és 52,2°-ot kell beiitnie a gépbe.

A szamologép kiadja az eredményt: 0,790155. ss2c12F7= [0 190156

4 tizedesjegyre kerekitve sin52°12'=0,7902 .

Hasonldan, a tobbi szogfiiggvényérték: cos 52°12'=0,6129; tg 52°12'=1,2892.
A szdmoldgépen nincsen gomb, amivel ki tudndnk szdmolni ctg 52°12' értékét. A defini-

ciokbol azonban kideriil, hogy egy sz0g tangense és kotangense egymads reciproka, ezért

ctg 52°12'=— L —0.7757.
tg 52°12'

Megjegyzések:

DAL tipusu szamoldgépeken a miivelet nyomdgombja utdn a szamok begépelése €s az egyen-
18ségjel hasznalata adja a szoget.

Amennyiben a szoget ivmértékben (radidnban) adjak meg, a billentytivel allithatjuk 4t a

szamologépet ivmértékre.

Mintapélda,
Az emelked¢ el6tti kozlekedési tablara 12%-ot irtak. Ez azt jelenti, hogy a

vizszintes iranya haladashoz képest a lejté emelkedése 12%. Hany fokos a

lejté emelkedési szoge?
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Megoldas:

Az adatok felhasznalasaval vézlatot készitliink. Kérdés: __

o nagysaga. A megadott oldalak és « kozott a kapeso- ///

latot a tangens szogfiiggvény teremti meg: &\

. e

wa=212% 2012,
2ndf tan’' =
L [tan]0.12 [=]

Visszakeresve: a szog 6,8428°, kerekitve 6,8°.

Mintapélda;

. 1
Szerkessz olyan hegyesszoget, amelynek koszinusza 3 !

Megoldas:
Egy szog koszinusza a szog melletti befog6 és az atfogd hanyadosa, ezért e
két tdvolsag aranya 1:3. A megoldas az ABC derékszogli haromszog meg- /
szerkesztésére vezethetd vissza, melynek egyik befogdja 1 egység, atfogoja /
pedig 3 egység hosszu. A szerkesztés egyik lehetséges moddja: 3/ <
1. AC =1 egység felvétele; /
2. AC-re C-ben mer6legest allitunk (e); , [ ]

3. az A kdzéppontu, 3 egység sugart kor kimetszi e-bol a B csucsot.

Mintapélda,

Szamitsd ki a 55°-o0s sz6g kotangensét! Mekkora szognek a kotangense 2,57
Megoldés:

A definiciokbdl leolvashato, hogy egy szog tangense és kotangense egymas reciproka:

ctga = e Ez azért fontos, mert a szamologépen nincsen gomb a szO0g kotangensének
ga

kiszamitasara. 55° kotangensét ugy hatarozzuk meg, hogy kiszamitjuk a tangensét, €s an-

nak vessziik a reciprokat: tg 55°=1,4281. Ennek a szdmnak a reciproka ctg55° = . ;50 =
g

=0,7002 .
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ctga = 2,5 megoldasat is ugy kezdjiik, hogy a szog kotangense helyett a tangensét szamit-

1

juk ki, amibdl mar szamologéppel a szoget ki tudjuk szamitani: tga = 0,4.

ctga :2_,5:

Szamologéppel o =21,8° adodik.
Mintapélda;
A négyzet alapu Nagy Piramis magassaga 146 méter, alapjanak

hossza 230 méter. Mekkora szdget zarnak be az oldallapok a

talajjal?

Megoldés:
A véazlat mutatja az alaplap €s az oldallap szogét és azt a

derékszogli haromszoget, amelynek segitségével a kere-

146

sett szOg kiszamithat6. A két befogdt a tangens szogfiigg-
B 0N
L

vény kapcsolja 0ssze: tg o = % = a~=51.8°.

Moédszertani megjegyzés: a kovetkezd feladatokban tavolsdgokat kell kiszamitani szogfiigg-

vények segitségével, adott szogek mellett.

Feladatok

— 1. Hatarozd meg a kovetkezd szogek Osszes szogfiiggvényét szamologép segitségével!
Figyelj a helyes kerekitésre!
a) 10°; b) 30°; c) 45°; d) 70°; e) 20°; f) 60°;
g) 82,6° h) 67,54°; 1) 12°6’; 1) 77°77°.

— 2. Mekkora az ismeretlen hegyesszog, ha
a) sina =0,1234; b) sina =0,3420; c¢) cosa=0,6820; d) cosa =0,0872;
e) tga =0,3891; f) tgar =2,1445; g) ctgax =0,3245; h) ctga=3,11027
Megoldés: a) 7,1°; b) 20,0°; ¢) 47,0°; d) 85,0°; e) 21,3°; f) 65,0°; g) 72,0°; h) 17,8°.

— 3. Igaz-e, hogy egy hegyesszog szinusza €s koszinusza mindig 1-nél kisebb szam? Indo-
kold a valaszt! ElImondhat6-e ugyanez a hegyesszdgek tangensére és kotangensére?

Megoldas:
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A szinusz és a koszinusz egynél kisebb, mert befogo és atfogd hanyadosaként értelmez-

ziikk. Mivel az atfogd hosszabb a befogonal, a l?efogf)
atfogo

arany mindig kisebb 1-nél. Tan-

gens ¢és kotangens esetén ilyen korlatozast nem taldlunk.

— 4. Szerkessz hegyesszoget, amelynek

a) szinusza 0,8; b) szinusza % ; ¢) koszinusza 0,3; d) koszinusza %;

e) tangense 2; f) tangense % ; g) kotangense 1,6; h) kotangense %!

Megoldas: A 3. mintapélda alapjan, derékszogli haromszog szerkesztésével.

— 5. Adott a derékszogii haromszog két befogoja: a=4,3cm, b =5,4 cm. Mekkorak a ha-

romszog szdgei?
, a 43 . ;
Megoldas: tga = b =354 ahonnan « ~ 38,5°. A masik hegyesszog £ =90°—a ~51,5°.

— 6. A der¢kszogl haromszog 26 cm-es befogojan 32°-os sz0g nyugszik. Mekkora a harom-

sz0g koré irt korének sugara?

Megoldas: r :g; cos32°:§, ahonnan C = 26

~ 30,66, a sugar r ~15,4cm.
c cos32°

— 7. Derékszogli haromszog 4 centiméteres magassaga az atfogdbol egy 3 centiméteres sza-

kaszt vag le. Mekkorak a haromszog oldalai és szogei?

Megoldas: 3
p
tgﬂzg = [=531°. a=90°-f=36,9°.
X a

b= .4 ~6,7cm, a= ,4 ;a~5cm, -

sina sinf3

o
b

c= _a ; C~8,3cm.

sin o

Megjegyzés: a értéke pontosan 5, hiszen pitagoraszi szamharmas szerepel a feladatban.
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=7 8. Egy szimmetrikus trapéz hosszabbik alapja 18 cm, a rajta fekvo szogek 45°-osak, a sza-

rak hossza 5 cm. Mekkora a trapéz keriilete és teriilete?

Megoldas: X
A 45°-0s derékszogli haromszog specialis, befogoi / m \
egyenldk és 5=m+/2, ahonnan m_ 18 T m
m= % ~3,54(cm). Xx=18-2m~10,93(cm). A keriilet K =38,93 cm, a teriilet
71841093 554 05121 T ~ 5121 e

— 9. a) Egy lejt6 hossza 122 méter, hajlasszoge 7°35°. Milyen magasra visz a lejté?
b) Egy lejtd hossza a, hajlasszoge o . Milyen magasra visz a lejt6?

Megoldés: a) h =122-sin 7°35'~ 16,lm; b) h=a-sin« .

— 10. Egyenl6szart haromszog alapja 10 cm, az alaphoz tartozé magassag szintén 10 cm.

Mekkoréak a haromszog szogei?

Megoldas: tga :% =2 = a=634° [=180°-2a~53,2°.

— 11. Mekkora a faltdl a tetd gerincéig tarto tetdgerendak hossza, ha az egyenldszara harom-
sz0g keresztmetszetl tetd szélessége 7 méter, és a gerendak hajlasszoge a vizszintes-

hez képest 35° ?

5

cos35

Megoldas: ~~4,27, akeresett tavolsag 4,27 méter.

35°

7
— 12. Egyenl6szart haromszogben a szarak hajlasszoge 70°, az alap 10,8 cm. Mekkora a

haromszog kertilete és teriilete?

Megoldés:
A szar hossza — 350 ~9,4cm, a kertilet 10,8 +2-9,4 = 29,6 cm. A haromszog magas-
sin
saga ——— =~ 7,7 cm, teriilete 7,7-108 ~41,6cm’.

o

tg35
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77 13. Egy létra labainak tavolsaga a talajon 86 cm, és 15°-ig hajtottuk szét a labait. Hany
foku a létra, ha a fokok 45 cm-enként kdvetik egymast? Milyen magasan van a teteje a

talajtol szamitva, ha szétnyitjak?

Megoldés:

43 ~329,4 cm. % ~ 7,31, vagyis a létra 7 foku.

A létra hossza | =

sin7,5°

ﬁztg75° = m= 43
m tg75

~~326,6. A létra teteje kb. 327 cm magasan van.
=7 14. Egy téglalap oldalai 10 cm és 15 cm. Mekkora szoget zarnak be az oldalak az atloval?

Megoldas: tga = % =§ = a ~33,7°. A keresett szogek 33,7° és 90—-33,7°=56,3°.

77 15. Egy ablak méretei: 80 cm x 150 cm. Mekkora szdget zarnak be az ablakra ragasztott,

atlosan halado6 egyenes ragasztdszalag-csikok egymassal?

, 40 ] . . e
Megoldas: tg% :% , ahonnan a =~ 56,1°. Ez a csikok kozepén futé egyenesek hajlasszoge,
ami megegyezik a keresett szoggel.

77 16. Akadalymentesitéshez egy 1épcs6re rampat terveznek. A 1épcs6k magassaga 20 cm,

hosszuk 30 cm, és 5 1épcsé visz fel a jardarol a bejarathoz (a 6. a bejarat szintje). Mi-

lyen hosszu legyen a rampa? Mekkora szoget zar be a jardaval?

Megoldas: 216,3 cm és 33,7°. — bejarat

120

180
— 17. Az Eiffel-torony magassaga 326 m, kilengése a legnagyobb szélben sem haladja meg a

12cm-t. Mekkora a torony tetejének a fiiggdlegessel bezart szoge, ha a kilengés 12cm?

Megoldas: 0,02°.
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Megjegyzés: ez egy nagyon jo tervezéi eredmény. Kiilonb6z6 tornyok kilengését érdek-

16d6 tanuldk az interneten is kutathatjak.

— 18. Az Eiffel-toronytol a talajon, a toronytol 150 méterre all egy autd. Mekkora szogben
latszik a torony emeleteirdl, ha az emeletek 54m, 115m és 274 m magasan talalhatok?
Megoldas: A keresett szogek 70,2°, 52,5°¢s 28,7°.
=7 19. Egy forgaskup alapkorének sugara 10 cm, testmagassaga 25 cm. Mekkora a kap nyi-
lasszoge?

Megoldas: tg% = % =% = a keresett sz6g ¢ ~43,6°.

77 20. Egy piramisrol tudjuk, hogy alapja egy 130 m illetve 150 m oldalhosszisagu téglalap,
magassaga 18 m. Mekkora szoget zdrnak be az oldallapok az alaplappal?

Megoldas: Tangens szogfiiggvények alkalmazasaval a keresett szogek 13,5° és 15,5°.

=7 21. Mekkora szdgben latszik egy 7 cm-es hur az 5 cm sugart kor O kdzéppontjabol, és
milyen tavol van az O-t61? Mennyi a megfeleld korivhez tartozé korcikk tertilete és
ivhossza?

Megoldas:

M

sinq = = a ~44,4°, a korcikk kdzépponti szoge 88,8°. A ke-

resett tavolsag X=5cosa=3,6cm. A korcikk teriilete

2 o) o
rrz-a ) . 2T«
T= ~19,4 cmz, az ivhossz | =

360°

~7,8cm.

77 22. Mekkora szdgben latszik egy 10 cm-es hur a 8 cm sugart kor O kozéppontjabol, és
milyen tavol van az O-t61? Mennyi a megfelel6 korivhez tartozé korcikk teriilete és

ivhossza?

Megoldas: 77,4°, 6,2 cm, 43,2 cm?, 10,8 cm.
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- 23. Egy 6,9 cm sugart korben mekkora szogben latszik az atmérd egyik végpontjabol az a
8 cm hosszu hir, amely az &tméré masik végpontjabol indul ki?

Megoldas: 35,4°.

— 24. Egy rombusz egyik atloja 10,2 cm, oldala 6,8 cm. Mekkorak a szogei?
Megoldas: Koszinusz szogfiiggvénnyel kiszamithato, hogy a szogek 82,8°¢s 97,2°.

— 25. Egy rombusz atloi 16 cm és 12,6 cm. Mekkora az oldala, teriilete és a szogei?
Megoldas:
Felhasznaljuk, hogy a rombusz 4tl6i merdélegesen felezik egymast, és felezik a szogeket.

A keresett adatok 10,18 cm, 100,8 cmz, 76,4°és 103,6°.

77 26. Egy szimmetrikus trapéz alapjai 6 cm és 10 cm, szarai 5 cm hossziak. Mekkorak a
trapéz szogei?

Megoldas: 66,4°¢s 113,6°.

=7 27. Egy szimmetrikus trapéz alapjai 16 cm és 10 cm, szarai 8 cm hossziak. Mekkorak a
trapéz szogei?

Megoldas: 68,0° és 112,0°.

i) 28. Egy trapéz hosszabbik alapja 21 cm, az ezen fekvo szogek 32°¢s 44°-osak. A 44°-o0s

szO0g melletti szar hossza 6 cm. Mekkora a trapéz kertilete és teriilete?

Megoldas:
(&
M=6-sin44°~ 4,17 ;
d 6
m m m
X=6-c0os44°~432; d=— ~787; 32° 44°
sin 32° y X

y =dcos32°%6,67; c—21—(x+y)~10,01.
A keresett értékek: K =44,9cm, T = 64,7 cm’.
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1. Osszefiiggések a hegyesszogek szogfiiggvényei kozott

Modszertani megjegyzés: Az Osszefliggéseket megtanulhatjuk csoportmunkaban, szakértoi

mozaik médszerével. Igy a tanulok egymast tanitjak a tanuléi munkafiizet segitségével.

Osszefliggés egy szOg tangense és kotangense kozott

I~

Egy sz6g szogfliiggvényei kozott kapesolatok vannak. r[)\\(__
a \“"x\\

a ;
b Ta~

b

Példaul — amint mar lattuk — a derékszogii haromszdgben tg o =

, b
esctga=—.
a

Egy hegyessztg tangense és kotangense egymas reciproka:

1
Ctga_th

Mas alakban felirva az dsszefliggést: ctga-tga =1.

PoOtszdgek szogfuggvényei
Legyen a derékszogii haromszog két hegyesszoge o és f. Irjuk fel az o és S szogek szog-

fiiggvényeit, és keressiink egyenloket kozottiik!

. a b a b
sin o =— cosa =— tgo=— ctgo =—
c c b a
sinﬂ=E cosﬂ=E tgﬂ=9 ctgﬂ=E
c Cc a b

Derékszogli haromszogben a két hegyesszog Osszege 90°, ezért S felirhatdé £ =90°-«

alakban. « -t és S -t egymas potszogének nevezziik.

(Egy sz0g és potszogeének szogfuggvényei kozott a kovetkezé

Osszefluggések talalhatok:

sin o = cos (90°- a); cos a = sin (90°- a);

tg a = ctg (90°- o); ctg a =tg (90°- a).
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Pitagoraszi azonossag

Lattuk, hogy egy szog tangense és kotangense kozott egyszerli kapcsolat all fenn: egymas

reciprokai. Vizsgaljuk meg, mi lehet a kapcsolat egy szog szinusza és koszinusza kozott!

Legyen a 60°-os derékszogii haromszog atfogdja 2 egység. Irjuk fel a A

a
haromszog masik két oldalanak hosszat! -

Mivel az ABC haromszdg ,,fél egyenld oldalt”, ezért AC=1,aBC

befogo Pitagorasz tétele szerint BC =+ AB> — AC* = V3.

3

sin 60° = - cos60° = % , négyzetiik osszege sin” 60° + cos’ 60° = % + i =1.

A kapott 6sszefiiggés minden hegyesszogre igaz.

Egy sz0g szinuszanak és koszinuszanak négyzetdésszege 1.

sin“o +cos’ a =1

Ezt az Osszefliggést négyzetes osszefiiggésnek vagy Pitagoraszi trigonometrikus azonos-

sagnak hivjuk.
Az é4bra szerint abban a derékszogli haromszdgben, amelynek e
atfogdja 1 egység, az oldalak hossza sina és cosa . Ebbél /1/ e
konnyen igazolhatd a négyzetes Osszefiiggés, barmely he- //

0L
gyesszogre. —

Moédszertani megjegyzés:
Vigyazat! Célszeri felhivni tanuldink figyelmét a kovetkezore: nem szabad azt a hibas kovet-
keztetést levonni, hogysina + cosa =1. Az 0sszefliggés a szogfiiggvényértékek négyzetére

vonatkozik. Példaul sin20° ~ 0,3420, cos20°~ 0,9397, és sin20° + cos20° ~1,2817 .
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A tangens és kotangens szogfuggvények kapcsolata a
szinusz és koszinusz szogfuggvényekkel

: a b .
A szogfiiggvények értelmezésénél lattuk, hogy sina =— ¢és cosa =—. Ezeket egymassal
c c

. o sina
elosztva a kovetkezdre jutunk: =
cosa

ol

c a ., . RTLT
5 = b’ ami éppena tangense, és a szamlalot

ololo o

¢s a nevezot felcserélve o kotangensét kapjuk. Fennall a kovetkezd két azonossag:

sin a CcoS o

tgctzcosw Ctga:sina

Ezeknek az azonossagoknak nagy jelentdségiik lesz késdbb, amikor a szogfiiggvények értel-

mezeését kiterjesztjilk nem hegyesszogekre is.

Mintapélda,

Mennyi a kovetkezo kifejezések pontos értéke?

a) sin50° +tgl0°- ctg10° — cos40°

Megoldés:
50° és 40° egymads potszdgei. A potszogek szogfliggvényeire vonatkozo dsszefiiggések
szerint sin 50° = cos40°, ezért kiilonbségiik 0. tga - ctga =1, ezért tgl0°-ctgl0°=1. A
kifejezés értéke 1.

b) sin’® 50°—2sin 50°- cos40° + cos’ 40°

Megoldas:

Az (a—b)’ =a” —2ab +b” nevezetes azonossag szerint

sin” 50° — 2sin 50° - cos 40° + cos” 40° = (sin50° —cos40°)° =0> =0.

¢) (sina +cosa)’ —2sinacosa
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Megoldas:

A nevezetes azonossag segitségével atalakithato a kifejezés:
. 2 . _ .2 2 . . _
(sma + cosa) —2sinacosa = sin” @ +cos” a +2sinacosa —2sinacosa =

=sina+cos’a = 1.

Mintapélda,

Mutassuk meg, hogy minden « hegyesszogre fennall a kovetkezd osszefliggés:

—— =1+ ctg’ o .
sin” a
Megoldas:
cos ‘o
A bal oldalt 4talakitjuk a tanult dsszefiiggések alkalmazasaval: 1+ctg’ a =1+ — —=
sin "o

_sin®a+cos’a

— ——, vagyis teljesiil az egyenloség.
sin “a sin”

Feladatok

77 30. Szamitsd ki a kdvetkez6 kifejezések pontos értékét szamoldgép hasznalata nélkiil!

a) sin”30°—2+cos’30°; b) 1-sin®75°—cos*75°;  ¢) l—sinzz—sinzg;
2 ° 2 o . ° ° . 2372' . 2 T
d) cos” 63°+cos” 27°; e) sin20°—-cos70°; f) sin“—+sin"—+2.

Megoldas: a) —1; b) 0; ¢) 0; d) 1; €) 0; ) 3.

77 31. Szamitsd ki a kovetkezd kifejezések pontos értékét szamologép hasznalata nélkiil:
a) (sin10°+cos10°)’ + (sin10° — cos10°)*;
b) sin25°-cos65°+sin 65°-cos25°;
¢) 1—cos®32°—2sin32-°cos58°+cos’ 58°.

Megoldas: a) 2; b) 1; ¢) 0.
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=7 32. Igazak-e minden a hegyesszdgre a kovetkez6 egyenléségek:

a) =l+tg’a ; b) ! = smoi ;
cos” a cosa l—-cos”a
0 ctg(90°—a)- C?S(Z 1 d) te’e = (1+cosaX12— cosa)‘
sin l-sin”

Megoldas: a) igen; b) nem; c¢) igen; d) igen.

77 33. Szamitsd ki a kdvetkezd kifejezések pontos értékét:

: : cosa
a) (sina +cosa)-(sina —cosar )+ 2cos” a ; b) tg(90° - a)-——;
sina
. : tg’a(l +sina )1 -sina
¢) sin* o +sin* a-cos® o +cos’ « ; d) & ( X )

(1+cosa)l-cosa)

Megoldas: a) 1;b)—1;¢) 1;d) 1.
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Ill. Nevezetes szogek szogfiiggvényei

Korabban megtanultuk, hogy az a oldalu szabalyos haromszog magassaga — ¢s az a ol-

dalt négyzet atloja a2 . Ezekkel az ismeretekkel meghatarozhatjuk nevezetes szogek, a 30°,

45°¢s 60° szogfiiggvényeinek pontos értékeit.

30° és 60° szogfuggveényei

a
sin30°=;=i=l=cos60°
a 2a 2
a3
00530°=L——3=sm60°
a 2
a
o 2 1 2 1 3 o
tg30°=—=2—-=—.——=—=—"=ctgb0
s a3 243 3 3 5
2
1
ctg30° = — =+/3 = tg60°
& tg30° g

szogfiiggvényeire vonatkozo Osszefiiggéseket, és gyoktelenitettiink is.

45° szogfuggvényei
a 1 2

—= =——=00545°
2

a2 2

tg45° = a_ 1 =ctg45°
a

sin45° =

crcr

45°

a2
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A nevezetes szogek szogfliggvényeit tablazatba is foglalhatjuk. A szogeket gyakran (példaul
fizikai feladatokban) ivmértékben (radianban) adjak meg.

a sin cosa tgax | ctga
ﬂ 1 NERN INE)
30° — - N2 No
6 2 2 3 \E
45° i Q Q 1 1
4 2 2
60° 4 ﬁ l ﬁ ﬁ
3 2 2 3

Mintapéldag

a) Mennyi a kovetkezd kifejezés pontos értéke:
tg45° +sin” 18° —cos 20° —4cos 60° +3-tg30° + cos” 18° +sin 70° ?

Megoldés:
Alkalmazzuk az eddig tanult azonossagokat €s a nevezetes szogek szogfiiggvényeit!
Erdemes atcsoportositani a kifejezést, hogy jobban lassuk az dsszetartozé értékeket:

tg 45°+sin” 18°+cos” 18°—4cos 60° +3-tg30° +sin 70° —cos 20° =
S— S——t
1 sin 70°

B

= 1+1—4-l+3'—+0 =
2 3

b) Milyen szdg szinuszaval egyenld a kdvetkezd kifejezés: \/ tg% . cos% . cos% . ctg% ?

Megoldas:
T T T T 1 \/g T
tg—-cos—-cos—-ctg— = 1~—-—-\/§= — =—_. Ez — szinusza.
\/g4 3 %% %% 2 2 P
Feladatok

— 34. 30°-0s deré¢kszogl haromszogben az atfogd hossza 6 - /3 . Mekkora a két befogd pon-

tos hossza?

Megoldas: 9 és 3+/3 .
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— 35. 30°-0s derékszogli haromszogben az atfogd hossza 10- V12 . Mekkora a két befogd

pontos hossza?

Megoldas: 10+/3 és 30.

— 36. 30°-0s derékszogli haromszogben az atfogd hossza a- 3. Mekkora a két befogd pon-

tos hossza?

a\/§éa
2

Megoldés:

5

77 37. Mekkora az AB, BC és CD szakasz hossza,
ha EB =12 cm?
Megoldas:

AB = 6 cm, AC=6+/3 ~10,39 cm,

BC=6(\3-1)~4,39cm, AD = 18 cm,
CD=17,61 cm.

=7 38. Az AD oszlop teteje a talajon az A-tol 6 méterre levd B pontbol 45°-0s szdgben latszik.
Az AB iranyban addig tdvolodunk az oszloptol a talajon, amig azt 30°-os szogben nem
latjuk. Milyen messze vagyunk az oszloptol?
Megoldas: D
DAB specialis haromszég, AD = AB = 6. t930° = %,

ahonnan AC = 6\/5; AC ~10,39m. 45° 20°

77 39, Hatarozd meg a kovetkezd kifejezések pontos értékét!
a) 2¢0s60°+3sin30° + tg45°; b) sin” 60° —ctg45° +sin” 30°;

2—tgds°
sin 60°+sin30°

d) (sin 60°+c0s30°)- tg30°;

€) [(cos 60° +sin 60°)° — lJ- tg60°.

Megoldas: a) 3,5; b) 0; ¢) /3 -1;d) 1;¢) 1,5.
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Modszertani megjegyzés: a kovetkez6 feladatok specialis haromszogekre vonatkoznak. Se-

gitenek elmélyiteni a nevezetes szogekkel kapcsolatos szogfiiggvényértékeket.

40. Egy 10 cm sugara korben milyen messze vannak egymastol a 120°-os és a 90°-os ko-
zépponti sz0ghoz tartozod, egymassal parhuzamos hurok végpontjai, ha a kor kozép-
pontja  a) a hurok kozott helyezkedik el;  b) nem a htirok kdzott helyezkedik el?

Megoldés: X

10 10

1043 1042
2

a) Az abran a-val jeldlt szakasz hossza 5

=573 =572 =5(3 -2 )~ 1,6 cm. A hiirok kozotti tavol-
sdg 5+ 52 ~ 12,1 cm. Pitagorasz-tétellel szamithato

X=+/1,6>+12,1° 12,2 cm.
b hossza 5+/3 + 542 = 5(\/§+\/§)z 158cm, a

Pitagorasz-tételt felirva y =/15,8> +12,1° = 19,9 cm. -

b

b) Hasonléan megoldhaté a feladat. A hurok kézotti

10

tavolsg S(v2 —1)= 2,1, x=2,6 cm, y =159 cm.
y

i) 41. Egy négyzet alapu gula alaplapjanak és oldallapjanak hajlasszoge 60°. Mekkora az
oldalél ¢s az alaplap hajlasszoge?
Megoldas:

a-val jeldlve a gula alapélének felét és m-mel a magas-

- m ..
sagat, tg60° =—. A keresett szogre
a

tga:l:tg60°-iz zﬁz\/g,ahonnanake-
av2 V2 V2 V2

resett sz0g o = 50,8°.
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i) 42. Egy négyzet alapu gula alaplapjanak és oldallapjanak hajlasszoge 45°. Mekkora az
oldalél és az alaplap hajlasszoge?
Megoldas:

Jelolve a a glla alapélének felét, és m a magassagat; m=a . A keresett szogre

tga = = ahonnan a keresett szog 35,3°.

m 1
a2 2’
=7 43. Egy 10 cm sugaru kor hurja a kozépponttol 5 cm-re talalhato. Szamitsd ki a harhoz
tartozd korszelet kertiletét €s teriiletét!
Megoldés:
A kozépponti szog 120°, vagyis harmadkor teriiletébdl kell kivonni a 120°-o0s egyenld-
szaru haromszog teriiletét, illetve harmadkor ivéhez adjuk a hur hosszat. Az eredmények

38,26 cm és 61,42 cm®.

=7 44. Egy 12 cm sugart kor hrja a kdzépponttol 672 cm-re talalhaté. Szamitsd ki a hurhoz
tartozo korszelet kertiletét €s tertiletét!
Megoldés:
A kozépponti szog 45°, vagyis negyedkor teriiletébdl kell kivonni egyenldszara derék-
sz0gli haromszog teriiletét, illetve negyedkor ivéhez adjuk a hir hosszat. Az eredmé-

nyek 35,82 cm és 41,09 cm”.

=7 45. Egy 20 cm hosszisagt hir a kor kozéppontjatol 10+/3 cm-re talalhaté. Szamitsd ki a
harhoz tartozo6 korszelet keriiletét €s tertiletét!
Megoldés:
A kozépponti szog 60°, vagyis hatodkdr teriiletébdl kell kivonni szabéalyos haromszog
teriiletét, illetve hatodkor ivéhez adjuk a hur hosszat. Az eredmények 40,94cm és

36,23cm’ .
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IV. A szogfiiggvények alkalmazasai

A szogfiiggvényeket széles korben alkalmazzédk mind a természettudomanyok, mind a hét-
koznapi élet teriiletein. A kdvetkezdkben erre latunk példékat, feladatokat.
Médszertani megjegyzés: Javasoljuk szakértéi mozaik modszerével atvenni a 9, 10, 12 ¢és

13. mintapéldakat.

Mintapélda,

Hatédrozd meg a haromszog teriiletét, ha két oldala 7 cm és 10 cm, a koztiik levd szog 28°-os!

Megoldés:
1 . , )
T =—-oldal- oldalhoztartozo magassag
7
Az AB oldalhoz tartozé magassagot az ACT derék- m
sz0gli haromszdgbdl szamitjuk ki: g 2225 . B

10

sin28° = m , ahonnan m="7sin28°.

T =%.10.7.Sin28°z16,430m2.

A kapott Osszefliggés altalanosan is igaz, mindenféle haromszogre: a haromszog teriilete
kifejezheto gy is, hogy oOsszeszorozzuk két oldalat a kozbezart szog szinuszaval, és a
szorzatot kettovel osztjuk.

Ha az a és b oldalak altal kdzbezart szoget y -val jeloljiik, akkor m, =b-siny, és igy

T=—-a-m =%-a-b-siny.

a

1
2

A haromszog trigonometrikus tertletképlete:

T=5-a-b-siny

1
2

Médszertani megjegyzés: az 0sszefliggés teljes korli hasznalata akkor valik lehetségessé, ha
majd a szogfliggvényeket értelmezziik nem hegyesszogekre is. A részleges definicié nem be-

folyasolja a képlet hasznalatat.
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Mintapélda,,

Fejezziik ki a hegyesszogli haromszog koré irt kor sugarat egy oldalanak és egy szogének

segitségével!

Megoldés:
A koré irt kor kozéppontja az oldalfelezd merdlegesek met-
széspontja, és egyenld tavol van a csucsoktol. Legyen o az A
csticsndl levo szog. BOC szdg a kertileti és kdzépponti szogek
tétele miattx kétszerese, amit felez a BOC haromszog magas-

saga.

a
BOT derékszogli haromszdgbensina = % = %. Ebbdl a koré

irt kor sugara R =

Tsing Ez az 6sszefliggés barmelyik oldalra és a vele szemkozti szog-
-sing

re felirhatd. Atrendezve ezt az egyenlStlenséget, a = 2Rsina , vagyis az R sugara kérben
egy a har hossza az atmérd és a hlrhoz tartozd keriileti szog szinuszénak szorzataval

egyenlo.

Médszertani megjegyzés: Tompaszogli haromszogre is érvényes az 0sszefliggés, csak a tom-
paszogek szogfliggvényeit késobb értelmezziik. A koré irt kor sugarat felirva tobb oldalra a
szinusztétel (11-edikes anyag) konnyen levezethetd. A kapott képlet nem kozépszintii érettsé-

gi anyag, ezért keriilt alkalmazasként mintapéldéaba.

Feladatok

— 46. Hatarozd meg a haromszog teriiletét, ha a szokasos jelolésekkel ...
a) a=156cm, b=2,6m, y =68°; b) a=42cm, b=32,7cm, y =39°.
Megoldas: a) 1,88 m?; b) 432,15 cm”.

Médszertani megjegyzés: A kovetkezo feladatban magassag- és befogotételt alkalmazunk

=7 47. Mekkora az r sugar( kérben az a kdzépponti szoghoz tartozo korszelet keriilete és
teriilete, ha
a) r=5cm; a=70°; b) r=12,3dm; a =38°; c) r=03cm; a=52°?
Megoldas: a) 11,84 cm; 3,53 cm?; b) 16,17 dm; 3,60 dm?; ¢) 5,35 mm; 0,54 mm?>.
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i) 48. Mekkora az r sugaru korben az a kozépponti szoghoz tartozé korszelet kertilete és
teriilete?
o 2 Ly ©
Megoldas: K =r T osind . T _|ra —sina |.
180° 2 2 180°

=7 49. Egy | hosszisagn hir X tavolsagra van a kor kozéppontjatol. Mekkora a hur éltal lemet-
szett kisebb korszelet keriilete és teriilete, ha
a)l=7cm; x=2,5cm; b) =12 cm; x=2 cm; ¢) =109 cm; x =21 cm?
Megoldas:
a) A kozépponti szog 108,9°, a sugar 4,3 cm, T = 8,8 cm2, K=15,2 cm;
b) A kdzépponti szog 143,2°, a sugar 6,3 cm, T = 37,7 cmz, K=27,7 cm;
¢) A kozépponti szog 29,1°, a sugar 21,7 cm, T = 5,08 cm?, K =21,9 cm.

77 50. Milyen hossztiak a szabalyos 6tszog 4tloi, ha koré irhaté korének sugara
a) 12 cm; b) 18,3 dm?
Megoldas: a) 22,8 cm; b) 34,8 cm.

=7 51. Milyen hosszuak a szabalyos 6tszog 4tloi, ha oldalanak hossza
a) 8 cm; b) 11,8 cm?
Megoldas: a) 12,9 cm; b) 19,1 cm.

& 52. Az 6tszog 5 atloja egy kisebb 6tszoget zar kozre. Mekkora ennek az 6tszognek az ol-
dalhossza, ha az eredeti 6tsz6g minden oldala a) 20 cm; b)12,8m; c)a?
Megoldés:

Kezdjiik az utols6 feladattal, és a végeredményeket behelyette-

sitéssel adjuk meg.

¢) A szimmetridkat kihaszndlva x = L ;
2sin 54°
b =2asin 54° - =a| 2sin54° — gy a vég-
sin 54° ( sin 54°} &Y 8

eredmények: a) 7,6 cm; b) 4,89 m.
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Mintapélda,,
Egy kor keriiletét a beleirt szabalyos hatszdg, illetve a beleirt szabalyos hatvanszog kertileté-
vel kozelitjiik. Hany szazalékos hibaval kozelitiink az egyes esetekben?
Megoldés:
A hiba az eltérés és a kor keriiletének aranya szazalékban kifejezve. A kor keriilete 2rr,
-t vegyiik 3,141592654-nek (gépi adat). A beleirt hatszog keriilete 6r, a hiba

100-(Mj - 100-(1—ij :100-(1—% =4,51%.
2rr 2rr T

(e]

88 =2-r-sin3°. A hiba

100(2r7z—120rsm3 j _ 100.@_%):0,05%.
2rrz 4

A beleirt hatvanszég egy oldala 2-r-sin !

Mintapélda,,
Hatarozd meg a szabalyos tizszog keriiletét és teriiletét, ha 10 cm sugara kor irhat6 koré!
Megoldas:

A tizszog 10 darab egybevago hdromszogre bonthato a csucsaiba hu- \

zott sugarakkal. Két szomszédos sugar altal bezart sz6g 36°. A teriilet

kiszamithat6 a trigonometrikus tertiletképlet segitségével: 0 "’-'-'-'-3'.'...___._________ y

r?sin36°

T=10 ~293,9 cm’.

A kertilet meghatdrozasahoz el6bb kiszamitjuk x hosszat:

X=r-sinl8°~3,1lcm, K=20X=~62cm.

Feladatok

=7 53. Az r sugart kor teriiletébd] mekkora teriiletii rész marad ki, ha n oldala szabalyos sok-
szoget irunk bele, és a) r=20cm; n=§; b) r=15cm; n=10;
¢) r=2,5dm; n=12? Oldd meg a feladatot altalanosan is!

Megoldés:

Altaldnosan TeoL = rz(ﬂ—ﬂsin 360 j . Végeredmények: a) 125,3 cm?; b)45,6 cm’;
n

¢) 0,88 dm®.
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=7 54. A kor teriiletének hany szazaléka marad ki, ha bele n oldalt szabalyos sokszoget irunk,
és a)n=6; b)n=28; c)n=10; dn=167
Megoldas:

Altalanosan a keresett ardny TO_TFM 100 = (1 _TSO_FﬂJ -100.

(6] (0]

a) 100-[1—£Jz17,3% : b) 100-(1—Mj :100-(1-£) ~10,0%;
27 b T
0 100-(1— Ssin 36 jz 6,5% d) 100-[1—sz2,6% |
T T

77 55. Mekkora annak a 12 ¢cm oldalhosszisagl szabalyos sokszognek a teriilete, amelynek
oldalszdma a)5; b)S§; c¢)12?
Megoldas:

a2

_a-n_
41150

Altaldnosan T = . Végeredmények: a) 247,7 cm?; b) 695,29 cm?; ¢) 16122 cm™.

n

7 56. Kozelitsiik a kor keriiletét a beleirt 20 oldalt, szabalyos sokszog keriiletével! Hany

szazalékos hibat vétink?

Megoldas: K~ 6,257r; Ko~ 6,283r. Ko =K ~0,00414, a hiba koriilbeliil 0,41%.

0

7 57. Kozelitsiik a kor teriiletét a beleirt 30 oldal(, szabalyos sokszog teriiletével! Hany sza-
zalékos hibat vétiink?

Megoldas: 0,18%.

58. Az dkorban a kor kertiletét, végs6 soron 7 pontos értékét a koré irt és a beleirt, azonos
oldalszamu szabalyos sokszog kertiletének atlagaval kozelitették.
a) Keresd meg azt a k(n,r) dsszefliggést, amely az r sugaru korbe irt n oldalu szabalyos
sokszog keriiletét adja meg!
b) Keresd meg azt a K(n,r) osszefliggést, amely az r sugart kor koré irt n oldala szaba-

lyos sokszog kertiletét adja meg!
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¢) Minél nagyobb n értéke,

w atlag annal jobban megkozeliti az 1 egység

sugaru kor kertiletét, azaz 2z pontos értékét. Milyen n értékétdl kezdve kozeliti
meg a tort értéke a 6,28318 értéket ugy, hogy az elsé 3 tizedesjegy értéke megfeleld?

180 ; b) K:Z-n-r-tg180
n

Megoldés: a) k=2-n-r-sin ;€) N=28.

Médszertani megjegyzés: Javasoljuk az Excel hasznalatat vagy rovid program irasat a kii-
szObszam meghatarozasahoz.

Excel hasznalatakor az A1 cellaba irjuk az oldalszdmot, és ekkor a haszndland6 képletek:
=2*A1*SIN(RADIAN(180)/A1) illetve =2*A1*TAN(RADIAN(180)/A1) , és ezt a két cellat
atlagoljuk.

Ha biztosan nem fognak informatikai eszk6zoket hasznalni a gyerekek, akkor nagyon sok
szamolast igényel a c) megoldasa. Ilyenkor célszer(i feltenni igy a kérdést: ,,Mutasd meg,
hogy n = 80-t6l mar az els6 harom tizedesjegy megfeleld, ha a kerekitést is figyelembe vesz-

szuk.”

A kovetkez0 feladat nem érettségi anyag.
i) 59. Szamitsd ki « szogfiiggvényeinek pontos értékét: a) o =15°; b) a =22,5°!
Megoldas:

Specialis haromszogekben alkalmazzuk a szogfelezd-tételt.

a) A szabalyos haromszdg magassaga az oldal 73 -

szerese, ezért b= J3.A szOgfelezd tétel szerint

3
a:2+\/§=x/§(2—\/§). if =

A 15°-0s derékszogli haromszog atfogdja Pitagorasz tételével szamitva

C= \/12i2 ) ’ Innen felirva a megfeleld oldalak aranyat:

—“2_\/5'(:01 “\/g 2
,

tg15°=2—\/§; sinl5°= S 5°=T.

b) A 22,5°-0s derékszogii haromszog oldalai 1, a = V2 - I, c= w/2i,2 — \/5’ . sin esetén

érdemes sin” 22,5°6rtékét kiszamitani, és abbol négyzetgyokot vonni.

tg22,5°=~/2 —1; sin22,5°=%\/2—\/§; cos22,5°=%\/2+\/5.



36 Matematika ,A” 10. évfolyam TANARI UTMUTATO

=7 60. Mekkora szoget zarnak be a bels6 és a kiils6 érint6k annal a két kornél, amelyek suga-
ra 8 cm és 3 cm, és kozéppontjaik tavolsdga 16 cm?

Megoldas: A belsé érintdk hajlasszoge 86,9°, a kiils6ké 36,4°.

77 61. Mekkora szdget zarnak be a belsd és a kiils6 érint6k annal a két kornél, amelyek suga-
ra 8 cm €s 12 cm, és kdzéppontjaik tavolsaga 30 cm?

Megoldas: A belsé érinték hajlasszoge 83,6°, a kiilsoké 15,3°.

Mintapélda;;
Hatarozd meg az a(— 3; — 5) és b(4; 1) vektorok hajlasszogét!
Megoldés:

Keressiink olyan derékszogli haromszogeket a koordinata- P

-rendszerben, amelyek segitenek a szamitasban! Az abrarol

leolvashato, hogy a keresett sz6g a +90°+ 3 .

tga = % = a=~=14°
3 a keresett hajlasszog 135°.
tgf3 =s=ax )l . a

Feladatok

=7 62. Hatarozd meg az a és b vektorok hajlasszogét, ha a) a(1; 4) és b(5; 2);
b) a(—2; —5) és b(3; 2); c)a(—6;—2)ésh(5;1); d) a(2; —5) és b(—4; 2).
Megoldas: a) 54,2°; b) 145,5°; ¢) 172,9°; d) 138,4°.

7 63. Hatarozd meg az ABC haromszog szdgeit, ha A(-5;2), B(3;5), C(2;—4) !
Megoldas: 61,2°, 63,1°¢s 55,7°.

=7 64. Egy labdat 30°-o0s szogben felfelé dobnak el, v, =14 m/s kezdBsebességgel. Hatarozd

meg v, kezdOsebesség-vektor vizszintes €s fiiggdleges komponensének nagysagat!

. m : m
Megoldas: v, =V, -cosa =12, —; vy =V, -sina =7—.
S S
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=7 65. A szanko6 170 centiméteres kotelét a f61dt61 22 cm magassagban rogzitették a szanko-
hoz, és a kotél végét a foldtdl 1,20 méter magasan htizzuk, 120 N erdvel. Mekkora a
hazoerd vizszintes és fliggdleges komponense?

Megoldas: A vizszintes komponens F -cosa ~ 98N , a fiiggbleges komponens
F-sina = 69N .

=7 66. A vizszintes talajon egy palcat ferdén, a szdgben dugtak a foldbe
ugy, hogy y hosszsagu darabja latszik ki. Mekkora a palca arnyé-

ka, ha a rajz szerinti elrendezésben a fénysugarak a fliggdlegessel

[ szdget zarnak be, €s

a) y=2m; a=30% f=12°; b) y=120cm; a =27°% f=28°.
Megoldas:

m=y-sina, Z=m-tgf =Yy -sina-tgp.

X=Yy-cosa—7= y-(cosa—sina-tgﬂ).

Az eredmények: a) 151,94 cm; b) 99,26 cm.

7 67. Egy 22° hajlasszogii lejtén nyugvo pontszerd test sulya 40 N. Szamitsd ki, hogy meny-
nyi a sulyer6bol eredé nyomoerd €s gyorsitd erd! A nyomoerd merdleges a feliiletre, a
gyorsitd erd a lejtével parhuzamos.

Megoldas: F, =Gcosa~37N, F, =Gsina =15N..

77 68. Egy 48° hajlasszogii lejtén nyugvo pontszerd test sulya 120 N. Szamitsd ki, hogy
mennyi a sulyerobol eredé nyomoerd €s gyorsitd erd! A nyomoerd merdleges a felii-
letre, a gyorsito erd a lejtdvel parhuzamos.

Megoldas: F,, =Gcosa =~80N, F, =Gsina ~89IN .

Modszertani megjegyzés: A kovetkezd feladatokban magassag €s befogotételt hasznalunk,

ezért megoldasukat javasoljuk.
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=7 69. Egy derékszogli haromszdgben az atfogohoz tartozd magassag az atfogot X és y hosz-
szusagu szeletekre bontja. Mekkorak a haromszog hegyesszogei és oldalai, ha
a)x=8cm,y=12cm; b) x=3 dm; y =40 cm; c)x=123m;y=5,4m.
Megoldas:

X
tga =YY = ¥ 2)50,8°; 39,2°; 15,5 cm; 12,6 cm; 20 em;
X X

b) 49,1°; 40,9°; 52,9cm; 45,8 cm; 70 cm; ¢) 33,5°; 56,5°; 9,8 m; 14,8 m; 17,7 m.

77 70. Egy derékszogli haromszogben a befogodjanak az atfogora esd merdleges vetiilete p.
Mekkorak a haromszog hegyesszogei és kertilete, ha
a)a=10cm; p=8cm; b)a=20,4 cm; p=18,2 cm?

Megoldés:

2

o =a—; sin o =E; a)c=12,5cm; b=7,5cm; K=30 cm; 53,1°; 36,9°;
p C

b)c=229cm; b=10,4 cm; K= 53,7 cm; 63,1°; 26,9°.

=7 71. Mekkora a szimmetrikus trapéz 4tldinak hajlasszoge, ha alapjai 20 cm és 14 cm, szarai
7 cm hosszuak?

Megoldas:
A trapéz magassaga V7> —3%> =40, 14
J40

tea = I e 20,4° . A kiilsészog-tétel kovetkez- 20

ol

tében a keresett szog 2a = 40,8°.

77 72. Mekkora a szimmetrikus trapéz atldinak hajlasszoge, ha alapjai 14 cm és 8 cm, szarai 5

cm hosszuak?

Megoldas: m=4 cm; tga = l_ml = a~20°2a ~40°. A keresett szog koriilbeliil 40°.

=7 73. A foldt6] 50 cm magasan 10g egy 2 m hosszu lancra erdsitett hinta. Milyen magasan

van a hinta a f61dtdl akkor, amikor a lanca a fiiggélegessel 18°-ot zar be?
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Megoldas:

y =200co0s18°~190,2 cm. X=250-Yy ~ 59,8 cm magasan van a hin-

250
ta.

77 74. a) Egy 76° nyilasszogii spotlampat egy gerendara rogzitettek 260 cm magasan, és pon-
tosan fliggdlegesen lefelé iranyitottak. Mekkora a padlon megvilagitott tertilet?
b) Milyen magasan legyen a lampa, ha azt szeretnénk, hogy legfeljebb egy 8 m*-es
tertiletet vilagitson be?
Megoldas:
a) A megvilagitott kor sugara r = 260-t938° ~ 203,13 cm. A kér teriilete T ~12,96 m’.

r
tg38°

b) A kor sugara r = \/E ~ 159,58 cm. A lampat legfeljebb h = ~ 204 cm magasra
/4

kell rakni.

Modszertani megjegyzés: A kovetkez6 feladatokban az ismeretlent képletbe kell helyezni, és

ki kell fejezni. Az eddigieknél picit nehezebbek kdvetkeznek.

75. Egy félgdmb alakt domb szélétdl 16 méterre a domb a vizszintes talajhoz képest 17°-

os szogben latszik. Mekkora a gomb sugara?

Megoldas: sinl7° = , ahonnan r =6,61 m.

r+16

17°
16

=7 76. Mekkora annak a kornek a sugara, amely-
hez a kort6l 15 cm tavolsagra levo kiilsé pontbol hizhato érinték hajlasszoge 46°?

Megoldas:

Az abra jeloléseinek megfeleléen sin23° =

, ahonnan

r+15

r =M ~ 9,6 cm.
1-s1n23°
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=7 77. Mekkora az a és b befogdju derékszogii haromszdgben a beleirhato és a koré irhatd kor
sugara, ha a)a=230cm, b=40cm; b)a=18 cm; b =26 cm.
Megoldas:

b
Az dbra jeloléseit hasznalva a koré irt kor sugara

i A ¢
2 2 r
R:a—-'_b.tgﬂzg,valaminttgﬁz r , Tk
2 a 2 a-r —
i
2
a-tg P
ahonnan r = . Behelyettesitve az eredmé-
B
1+tg :

nyek: a)R=25cm,f=53,1°, r=10cm. b)R=15,8 cm, f~55,3° r=6,2 cm.

77 78. Egy egyenl8szar haromszog keriilete 42 cm, a szarak hajlasszoge 25°. Mekkorak a

haromszog oldalai és teriilete?

Megoldas:
A kerilet K=a+2b. a=2bsina, ahonnan K = 2b(sina + 1), atren- o
K b sin2 b b
dezve b=————~ . Ateriilet T = L m
2(sma + 1) 2
—a

Az adatokat (a =12,5°, K =42 cm) behelyettesitve b~ 17,3 cm, a ~7,4 cm,
T ~63,2 cm?’.

7 79. Egy egyenldszart haromszdg keriilete 120 cm, az alap és a szar hajlasszoge 72°. Mek-

korék a haromszog oldalai €s teriilete?

Megoldas: b~37,8 cm, a~44,4 cm, T ~679,5 cm’.

PaN

80. Az alexandriai vilagitotorony az 6kor hét nagy csoddjanak egyike volt. Egy arab utazo,
Abou-Haggag Al-Andaloussi a tenger egy pontjarol a torony tetejét 4,46°-0s szogben,

egy 37 méterrel lejjebb es6 részét 3,05°-0s szogben latta. Milyen magas volt a torony,

¢s milyen messzirdl nézte az utazo a tornyot?
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Megoldas:
X X+37 ) .y
tg3,05°=—, tg4,46° = . Ezekbdl y-t kifejezve azok
y
o . X X+37 . N y
egyenldk, igy kapjuk = . Innen X-et kifejezve

tg3,05°  tg4,46°

37-1g3,05°

= ~ 79,76 m. A torony magassaga kb. 117 méter, az utaz6 1500 mé-
tg4,46° —tg3,05°

terrdl nézte a tornyot.

77 81. Egy hegy tetején all6 8 méter magas kilato aljat egy pontrol a vizszinteshez képest
15,9°-0s, a tetejét 16,4°-0s szogben latjuk. Milyen magas a hegy?
Megoldas: kb. 240 m.

T782. Egy 6 m magas oszlopon 4ll6 szobor aljat 36,9°-0s, tetejét 51,3°-0s szdgben latjuk. Mi-

lyen magas a szobor?

Megoldas: 3,97 m.

& 83. Egy villanyoszlop tetején a jelzObgjat 3,43°-0s szogben latjuk. 190 métert kozeledve a

villanyoszlop felé, ez a szog 8,81°-ra valtozik. Milyen magasan van a jelzobdja?

Megoldas:

(@3,43°=— > 198.81°=" x-et kifejezve
y

(190 +y)-tg3,43° = y-tg8,81°, ahonnan

tg3,43°
1g8,81°— tg3,43°

y =190 =119,81 més X =y-tg8,81°=18,57 m.

7 84. Egy 6 m magasan elhelyezkedd ablakbol egy fa alja 11,3°-0s depresszidszogben, a
teteje 28°-0s emelkedési szogben latszik. Milyen magas a fa? (A depresszidszog a
megfigyelotol egy nala alacsonyabban fekvO pontra irdnyulo latdosugarnak a vizszin-
tessel bezart szoge.)

Megoldas: kb. 22 m.
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=7 85. Egy hangya a foldt6] 63,2 cm magassagban az asztalrol a szemkozti szekrény aljat 12°-
os depresszioszogben, tetejét 18,3°-0s emelkedési szogben latja. Milyen magas a
szekrény?

Megoldas: 161,5 cm.

T7 86. 3,8 m magasban, egy ablakbol hatdrozzuk meg egy autd hosszat, amelynek hosszten-
gelye épp merdleges az ablak sikjara. Az aut6 eleje 20,8°-0s, a hatulja 54,6°-0s dep-
resszioszogben latszik. Milyen hosszu az aut6?

Megoldés: 7,3 m.

87. Az autopalya egyenes szakasza felett mer6legesen ativeld feliiljarorol nézziik a 2800 m
hosszu torlodast. A legelsé autdt 12,40°-0s, a legutolsot 0,26°-0s depresszidszdgben
latjuk. Milyen magas a feliiljar6?

Megoldas: kb. 13 m magas.

Néehany sz6 a gombi trigonometriaradl (olvasmany)

Lattuk, hogy sikon hogyan értelmezhetjiik a szinusz- és koszinuszfliggvényeket.

Szamitogép és rarajzolhatdé gombi modellek segitségével konnyen elképzelhetjiik és megszer-
keszthetjlik a gdmbi abrakat. Trigonometrikus szamitasokat pedig még jobb zsebszamologép-

pel is gyerekjaték elvégezni, akar nyolc-tiz tizedes jegy pontossaggal is.

Az alabbiakban, izelit6iil, egyetlen tételt mutatunk be a gdmbi trigonometriabol: a gombi

Pitagorasz-tételt.

Ehhez sziikséges tisztaznunk valamit, ami elsd pillantasra ellentmondasosnak tlinik.

Mindeddig ¢élesen megkiilonboztettiik a gombi tavol-
sdgot a gombi szogtél. A gombi tadvolsagot gdmbi
tavolsagegységekben, gombi 1épésekben mértiik, és a

fokor hosszat 360 gombi 1épésnek tekintettiik. A
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gombi szoget gombi szogegységekben, gombi fokokban mértiik, és a teljesszoget 360 foknak
tekintettilk. Az dbra sotét gumidarabja a két fogpiszkald kozott koriilbeliil 80 gombi 1€pés

hosszusagu fékordarabnak, gdmbi szakasznak felel meg.

Ha a gombnek nemcsak a feliiletét, hanem belsejével
egyiitt az egész gombot tekintjiik, akkor belathatjuk,
hogy a gdmbi tavolsadgot a haromdimenzids térben sik-
beli szogként is felfoghatjuk. Annyit kell csak tenniink,
hogy a gombi fokordarab két végpontjat 6sszekotjiik a ll
gomb kozéppontjaval, térbeli egyenes szakaszok segit-

ségével. Az alabbi abran az el6z8 gdmbi szakasz a két

fogpiszkalo félegyenesei altal bezart, koriilbelil 80

fokos sikbeli szognek felel meg.

Ezek szerint a gdmbi tavolsdgot nemcsak gombfeliileti vonalként, de térbeli szogként is fel-
foghatjuk. Ezért nemcsak gombi 1épésekben, de a szogmérésnél megszokott fokokban is mér-
hetjiik. Ebbdl kovetkezik, hogy adott gdmbi szakasz szinuszat vagy koszinuszat is értelmez-

hetjiik.

A sikbeli Pitagorasz-tétel megfeleldjét keressiik a gdmbdn.

Els6 gondunk az, hogy a gdmbharomszognek nem csak egy,

hanem két vagy harom derekszoge is lehet.

Hogyan valaszthatjuk ki ilyen esetben a harom oldal koziil

az ,,atfogot”? Egyetlen értelmes megoldas lehetséges. Ha a

haromszogben egynél tobb derékszog van, valasszuk ki az
egyik derékszoget, és a vele szembeni haromszdgoldalt tekintsiik ,,atfogonak™, a masik kettot
,befogonak™. Erre az atfogdéra és ezekre a befogdkra kell teljesiilnie a gombi Pitagorasz-
tételnek. Természetesen, ha masik derékszoget valasztunk ki a haromszdgben, és Gjra osztjuk

az ,,atfogo” ¢és ,,befogd” szerepeket, akkor a gdmbi Pitagorasz-tételnek most is teljesiilnie kell!
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A gombi Pitagorasz-tétel igy hangzik: Ha a gombhéarom- r
szOgben talaltunk egy derékszoget, a vele szembeni oldalt
atfogénak nevezziik, és gdmbi hosszusagat ,,c”-vel jeloljiik.

A masik két oldalt befogdknak tekintjiik, és gombi hosszui-

o

sagukat ,,a”-val és ,.b”-vel jeloljik. ,,a’-t, ,b”-t és ,,c”-t

most sikbeli szogekként fogjuk fel, teljesiil a kovetkezd

l cosacosb=cosc l

Ezt a tételt sokféleképpen bizonyithatjuk, de itt ezzel nem foglalkozunk.

egyenldség:

Feladatok:

88. Hogyan teljesiil a gdmbi Pitagorasz-tétel a kétszer vagy haromszor derékszdgli haromszo-
gekre?
Megoldas: r

Vilasszuk ki az egyik derékszoget! A vele szembeni ,,at-

fogd” gdmbi hossza: c= 90 gombi 1épés. Ha ezt az atfogdt

térbeli szogként fogjuk fel, akkor itt cos C=0. Ebben a a <
haromszogben azonban a két ,,befogd egyike is éppen 90

gombi 1épés, vagyis a=90°, és cosa=0. A gombi —8 )
Pitagorasz-tétel szerint cos a-cos b=cos C, azaz ebben az esetben 0-cos b=0. Akar-
mekkora legyen is a masik ,,befogd”, b gombi hossza, ez az egyenldség mindenképpen

teljesiil.

89. Bizonyitsuk be a gdmbi Pitagorasz-tétel segitségével, hogy az a gbmbharomszog, amely-
nek két szara 45 gombi 1épés, alapja pedig 60 gombi 1épés, nemcsak egyenldszari, hanem
derékszogi is!

Megoldas:

cos45°~cos45°=£-£=l=cos60°, vagyis a ha- ‘5\
2 2 2
rom oldalra, ebben a szereposztasban, teljesiil a gdmbi

Pitagorasz-tétel.




TANARI UTMUTATO 9. modul: Hegyesszogek szogfiiggvényei 45

Kislexikon

Egy a hegyessz0g szinusza az o szogl derékszogli haromszogben az a szoggel szemkozti

befogo és az atfogd hanyadosa.

Egy a hegyesszog koszinusza az o szogl derékszogli haromszogben az o szdg melletti

befogd és az atfogd hanyadosa.

Egy a hegyesszog tangense az o sz0gl deré¢kszogli haromszogben az a szoggel szemkdzti

befogd és az a melletti befogd hanyadosa.

Egy a hegyesszog kotangense az o szogl derékszogli haromszogben az o melletti befogd

¢s az a szoggel szemkdzti befogd hanyadosa.

Osszefiiggés egy szog tangense és kotangense kozott

M~

A derékszogli haromszogben tg o :% és ctga = b definiciokbol 1B T
a a

leolvashatd, hogy egy sz0g tangense ¢és kotangense egymas B /m

reciproka: ctga = tL , mas alakban felirva ctga-tga =1. b
ga

Potszogek szogfiiggvényei
Egy derékszogii haromszog hegyesszogei o és . Irjuk fel o és £ szogek szogfiiggvényeit,

¢s keressiink egyenloket kozottiik!

. a a b
sin o =— cosa =— tga=— ctgar =—
c b a
sinﬂ=9 cosﬂ=E tgﬂ=R ctg,8=E
c c a b

A két hegyesszog Osszege 90° (egymas potszogei), ezért S felirthatd f =90°—« alakban.
Az igy kapott dsszefiiggéseket a potszogek szogfiiggvényeinek nevezziik.

sin @ =¢c0s(90°— ) ; cosa =sin(90° — ) ; tg @ =ctg(90°—ax); ctga =1tg(90° - ).
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Pitagoraszi azonossag
a és b befogoju, ¢ atfogoju derékszogii haromszogben (a-val szemkozti sz6g: « )

2

=2
sin“a =—
20, 5 2 p* a*+b* c?
,(sin“a+cos’a=—+—= 5 :—2:1
5 b C C C C
cos o =—
C

Ugyanis a Pitagorasz-tétel szerint a* +b*> =c?, ezért sin> o +cos’ a =1.

Ezt az 6sszefliggést négyzetes Gsszefiiggésnek is hivjuk.

Az 0sszefiiggésbol az adodik, hogy |sin a| =./1-cos’ a , illetve |cos a| =4/l-sin’a.

A tangens és kotangens szogfiiggvények kapcsolata szinusz és koszinusz szogfiiggvé-

nyekkel

A szogfiiggvények értelmezésénél lattuk, hogy sina _2 €s cosa :9. Ezeket egymassal
C C

sin

elosztva a kovetkezdre jutunk: =
cosa

oo

a . . R
= b’ ami éppena tangense, és a szamlalot

L
b

oloo |

¢s a nevezdt felcserélve o kotangensét kapjuk. Fenndll a kovetkez6 két azonossag:

sina cosa
tga = és ctga =— }
cosa sina

Nevezetes szogek szogfiiggvényei

A specialis haromszdgeknél megtanultuk, hogy az a oldalu szabéalyos haromsz6g magassaga

3 . : .
aT, ¢s az a oldalu négyzet atloja av2 . Ezekkel az ismeretekkel meghatarozhatjuk a neve-

zetes szogek, a 30°, 45°¢s 60° szogfiiggvényeinek pontos értékeit.
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30°és a 60° szogfiiggvényei

a
sin30°=;=i=l=cos60o
a 2a 2
3
cos30°:—2=£:sin60°
a 2
a
o 2 1 2 1 3 o
tg30°=—~4—=—.——=— =—""=ctgb0 a
8 aﬁ NN 2
2
ctg30° = — - — 3 = tg60°
8 tg30° &

crer

nyekre vonatkozo6 0sszefliggéseket, €s gyoktelenitettiink is.

45° szogfiiggvényei
. a 1 2
Sin45° = ——==—==—=c0s45°
a2 V22 o

a a
tg45° =—=1=ctgd5°

a

45° a
a

A nevezetes szdgek szogfliggvényeit tdblazatba is foglalhatjuk.

a sin & cosa tgax | ctga
3()° ﬁ l ﬁ ﬁ \/g
6 2 2 3

45° i Q Q 1 1
4 2 2

60° i ﬁ l ﬁ ﬁ
3 2 2 3






