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A modul célja

Ismerje és egyszerii feladatokban alkalmazza a Pitagorasz-tételt. Ertelmezze és hasznalja helyesen a
négyzetgyok fogalmat, alkalmazza feladatokban a négyzetgyokvonast. Ismerje a valos szamok halma-
zat. Hasznalja helyesen a zsebszamoldgépet négyzetgydkvonassal kapcsolatos feladatokban. A vekto-
rokkal kapcsolatos ismeretek ismétlése, kibovitése, vektormiiveletek megismerése.

Idokeret

Ajénlott 6raszam:14 6ra, a modulban kidolgozott 6rak szama: 8 tanora.

Ajanlott korosztaly

10. szakiskolai évfolyam

Modulkapcsolodasi pontok

Tagabb kornyezetben:
Képzémiivészet, zene, épitészet, informatika, természeti kdrnyezet, kertészet, szabas-varras, rajz, vi-
zualis kultira.

Sziikebb kornyezetben:
Sokszogek, transzformaciok, hasonlosag, térgeometria, halmazelmélet, trigonometria.

Ajanlott megel6zo tevékenységek:
Altalanos iskolai ismeretek szogekrol, haromszdgrdl; vektorok tulajdonsagai, miiveletei.

Ajanlott kovetd tevékenységek:
Hasonlosagi feladatok, bizonyitasok hasonlosag felhasznalasaval, trigonometriai és koordinata-
geometriai feladatok, térfogat- és felszinszdmitas.
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A képességfejlesztés fokuszai

Szamolas, szamlalas, szamitas:
Geometriai alakzatok mennyiségi jellemz6i, mérdszamok dsszehasonlitasa és rendezése, a szamolasi
készség alkalmazasa a valosag targyain, illetve azok geometriai modelljein.

Mennyiségi kovetkeztetés:
Sik- és téralakzatok jellemzdi, kovetkeztetések megfogalmazéasa mennyiségi jellemzdik kozott. A
mennyiségek folytonossaga, a fogalom tovabbfejlesztése.

Becslés, mérés, valoszinliségi szemlélet:
Sikidomok adatainak becslése. Valosagos targyak, modellek tavolsagadatainak kozelité meghataroza-
sa, az ehhez sziikséges képességek fejlesztése.

Szoveges feladatok, metakognicio:
Szovegértelmezés tovabbfejlesztése, a [ényegkiemeld képesség fejlesztése. A valosag targyainak
geometriai modellezéséhez sziikséges képességek fejlesztése.

Rendszerezés, kombinativ gondolkodas:
Sikbeli és térbeli analogiak felfedezése. A valosag targyainak jellemzése a geometriai fogalmak segit-
ségével, absztrakcids képesség fejlesztése.

Ipduktiv, deduktiv kovetkeztetés:
Osszefiiggések, képletek felfedezése gyakorlati tapasztalatbol kiindulva, azok altalanositasa és alkal-
mazasa mas esetekben
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TAMOGATO RENDSZER
A modulhoz késziilt eszkozok:
Szamitdgépes kivetitéshez bemutato,
2.1 kartyakészlet csoportbontashoz;
2.2 eszkOzkészlet a Pitagorasz-tétel atdarabolasos bizonyitasdhoz;
2.3 trimin6 a négyzetgyokvonasrol;
2.4 totd a négyzetgyokvonasrol.

Ezeken kiviil a tanari modul tartalmaz kérdéseket didkkvartetthez, valamint csoportmunkahoz kidolgozott feladatokat.

ISMERETEK, TANANYAGTARTALMAK:

Pitagorasz-tétel. Tétel és megforditasa. Sejtés, bizonyitas.

Szamok négyzete, négyzetgyoke. Irracionalis szam fogalma.

Pitagorasz-tétel alkalmazésa szamitasos geometriai feladatok megoldasaban.

Szamok négyzete, négyzetgyoke. Négyzetre emelés €s négyzetgyokvonds zsebszamologéppel.

Miiveletek vektorokkal, paralelogramma-szabaly. Eredd vektor és vektordsszetevOk hosszanak kiszdmitasa derékszogli hdromszogre visszave-

zethetd esetekben.
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MODULVAZLAT

Lépések,

tevékenységek

Kiemelt készségek,
képességek

Eszkoz/
Feladat/
Gyilijtemény

I. Pitagorasz-tétel

1A Pitagorasz-tétel ismétlése, feltétel pontositasa (tanari magyarazat, | Figyelem, rendszerezés 1. feladat
1. feladat frontalisan)

2 Csoportbontas Kooperacid, rendszerezés, 2.1 kartyakészlet
metakognicio

3. | Feladatok csoportmunkaban Rendszerezés, szamolas, 2. feladat, 2.2 eszkozkészlet
metakognicio, kooperacio (3. feladat)

4. Szamologép hasznalata 1. mintapélda, 4. és 5. feladat,

szamologép

II. A valdés szamok halmaza

1 |Bevezetd feladatok (csoportmunkaban 6. és 7. feladatok, majd Kooperacio, rendszerezés, 6-7. feladat, szamologép
" | didkkvartett) metakognicio, szamolas
b Négyzetgyokvonas, irracionalis szamok fogalma (tanari magyara- Tanuldi munkafiizet, szamologép
" | zat, frontalis), valos szamok halmaza Rendszerezés. szamolas
3 Feladatok csoportmunkaban metakognicio, kooperacio, 8—11. feladat, 2.3 trimino,
' szamologép hasznalata 2.4 totd
4. | A gyokvonas alkalmazésa (feladatok, tetsz6leges modszerrel) 12—17. feladat
5 |A négyzetgyok-fiiggvény (frontalis munka) Fiiggvényszemlélet, figyelem, | Tanari magyardzat, 18. feladat
: szamolas
Megfordithat6 allitasok (frontalis munka, utana csoportmunkaban a | Rendszerezés, figyelem, sziik- | 19-20. feladat
6. | feladatok) séges ¢€s elégséges kapcsolat,
logikus gondolkodas
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I11. Pitagorasz-tétellel kapcsolatos feladatok

1. | Mintapéldak (frontélis, tanari magyarazat)
2. | Feladatok megoldéasa
3. | Osszetett feladatok

Szamolas, modellalkotas, ko-
operativitas, szamologép hasz-
nalata

2—-4. mintapélda

21-48. feladatokbol vélogatés

5. mintapélda, 49-67. feladatokbol
valogatas

IV. Vektorok

Ismétlés (frontélis, tanari irdnyitas kérdésekkel; fogalmak tisztaza-

Rendszerezés, geometriai szem-

1 . r
sa) 1¢let, modellalkotds, figyelem 6. mintapelda
2. | Feladatok megoldéasa Rendszerezés, szamolas, 68—71. feladat.
3 Vektormiiveletek (frontalis tanari magyarazat, majd feladatmegol- | metakognicid, kombinativitds, |7-10. mintapélda, 72—74. feladatok-

das tetsz6leges modszerrel)

modellalkotas

bol véalogatas
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I. A Pitagorasz-tétel

Modszertani megjegyzés: A modulhoz hasznaljuk a bemutatét, amely tartalmazza a mintapél-
dakat, az elméletet és még néhany feladatot (mint pl. az 1. feladat).

Az anyagrészt frontalis ismétléssel kezdjiik (1. feladat), amelyben tanari kérdések alapjan
tisztazzuk a Pitagorasz-tétellel kapcsolatos ismereteket.

A Pitagorasz-tételt mar ismerjiik: derékszogi haromszogben a befogok négyzetosszege

egyenlé az atfogo négyzetével.

| 2’ + b2 =c? l a és b a derékszogii haromszog a j
befogoi, ¢ az atfogdja. 6

Ebben a modulban megvizsgaljuk, hogyan lehet hasznalni ezt a rendkiviil fontos, egyszera

ugyanakkor gyakran hasznalhat6 matematikai eszkozt.

Feladatok

— 1. Vilaszolj a kovetkezd kérdésekre!
a) Az &bran lathato haromszogek koziil melyikre érvényes a Pitagorasz-tétel?

A B C D E

Hasznalj szogmerét!
Megoldas: Csak a B-re, a tobbi nem (pontosan) derékszogii.
Modszertani megjegyzés: A tovabbiakban a tanuldék csoportmunkiban dolgoznak. Csoport-
bontashoz hasznaljuk a 2.1 kadrtyakészletet.
Minden tanul6 kap egy kartyat, amelyen egy derékszégli haromszog két befogojanak hosszat
talalja. Az a feladata, hogy szamitsa ki az atfogd hosszat, és talalja meg azokat a tarsait, akik-

nél az atfogd hosszanak egészre kerekitett értékére ugyanaz a szam adodik.
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2.1 kartyakészlet

10 7 5 12 15 12 10 17
14 15 16 12 17 20 21 . 15
20 22 21 8 5.8 4 38 2.3
14 10 12 23 6.8 TS 8.4 7
17 19 13 11 10,5 13,7 11,9 19,2
22 20 25 26 18,4 15,9 17.6 9.5
3 2 1 2,7 25 257 21,1 18,5
4 49 4.4 3.8 15 - 13.8 19,2 22
12,6 10,8 e 20,8
22,4 24 19,7 15

Modszertani megjegyzés: A kovetkezd feladatokat csoportmunkaban oldjuk meg!

— 2. Fogalmazd meg a geometria nyelvén, négyzetek segitségével is a Pitagorasz-tételt!
Megoldas: A befogdkra emelt négyzetek teriiletének 6sszege megegyezik az atfogéra emelt

négyzet teriiletével.

A Pitagorasz-tétel bizonyitasa (olvasmany)

A Pitagorasz-tételt leggyakrabban a Babilonbdl szarmazo, i.e. 1900 és i.e. 1600 kozott
keletkezett és agyagtablara rogzitett bizonyitassal igazoljuk, amelyet egy a + b oldala

négyzet (a és b a deré¢kszogli haromszog befogoi) atdarabolasaval végziink.

1. 2.
. Y s . . P a b b a
Mindket négyzet terlee ugyanannyl a . &y
(a+b) . Az 1. négyzet teriilete \ | b — | : b
fl ] b C
T = 2 2 a-b 2 2 p
1 =a +b"+4-——=a"+b"+2-a-b. —
a h

A 2. négyzet belsejében egy négyszoget fog kdzre a négy egybevago derékszogli harom-
sz0g. Minden oldala egyenld, és minden szoge 90° (mert o+ =90°, és

vy =180°— (oc + B) =90°), ezért a kozépen levd négyszog négyzet, teriilete ¢*. Igy a 2.
négyzet teriilete

T, :cz+4-a—;)=cz+2-a~b.

A két négyzet teriiletének egyenldségébdl adodik az a® +b° = ¢* 5sszefiiggés.
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Modszertani megjegyzés: A bizonyitas az érdeklodo gyerekek igényei miatt keriilt a Tanuldk
konyvébe. Nem kovetelmény a bizonyitas megtanulasa kiviilrél, azonban fontosnak tartjuk azt
is, hogy a matematikai bizonyitasokbol is kapjanak izelitét a tanulok. Javasoljuk bemutatd
segitségével atvenni a bizonyitast, mert ez otleteket adhat a kdvetkezd feladat megoldasédhoz,
ahol a gyerekeknek atdarabolasok segitségével kell alatdmasztani a Pitagorasz-tételt.

A kovetkezd feladat megoldasahoz minden csoportnak készitsiink mindkét abrabol két-két
boritékot, amelybe a 2.2 eszkiozkészlet felvagasaval keletkezd sikidomokat rakjuk.

A csoportok feladata az, hogy eldallitsék és lerajzoljak a Pitagorasz-tétel bizonyitasat valame-
lyik (vagy mindkét) készlet kétféle lerakasaval (vagyis a padon két kiilonbozo Osszedllitas

szerepel majd ugyanazokbdl a sikidomokbol).

i) 3. A mellékelt 6t sikidomot illeszd 6ssze kétfélekép-

V

pen ugy, hogy bizonyitsd a Pitagorasz-tételt! Egy

c oldali négyzetet kell kiraknod, majd ugyaneze-
ket a darabokat ugy kell dsszedllitanod, hogy az

megfeleljen az a* + b* kifejezésnek!

Megoldas:

Modszertani megjegyzés: B. A. Kordemszkij és N. V. Ruszalev bizonyitasa (1952): két négy-

zet felosztasa ugy, hogy a részekbdl nagyobb négyzetet lehessen Osszeallitani.

A kovetkezo6 feladatban megtanuljuk a szamologép hasznalatat Gigy, hogy a kijott részeredmé-
nyeket nem kell felirni és — esetleg kerekitve — Gjra begépelni. A gépen talalhatdo egy ANS

funkcio, mellyel az el6z6 mivelet végeredményét hivhatjuk eld.
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Mintapélda; — A szamolégép hasznalata
A derékszogli haromszog atfogdjanak hossza 12 cm, befogdja 8 cm. Mekkora a masik befo-
g6?
Megoldas:
A Pitagorasz-tételt felirjuk, majd kifejezziik a hianyzo oldalt:

a*+8 =12 = a*=12>-8%, ahonnan a =+/12" -8*.
a kiszdmitasa szamologéppel torténik. Eldszor kiszamitjuk a \/_ alatti kifejezés értékét,
majd ebbdl négyzetgyokst vonunk:

12[x7=18x][=] 80! [[ANS|=] [B34427 15!

Megjegyzés: Az ANS funkcid szolgdl az el6z6 miivelet eredményének eldhivasara.
Egyes gépeken erre kiilon billentytit talalunk, mas gépek esetén pl. az = billentyli ma-
sodik funkcioja (a billentyii f6l16tt szerepel az ANS jelzés, SHIFT vagy 2ndF billentyti
megnyomasa utan kell az = jelet megnyomni).

A régebbi gépek esetén elegendd csak a négyzetgyok billentylit megnyomni:

12[x=]8[x=] 80| [ 83442719 |

Feladatok

Modszertani megjegyzés: A kovetkezokben bevezetd alapfeladatok szerepelnek, amelyek se-
gitségével a tanulok gyakorolhatjdk a szamologép hasznalatat. Igyekezziink Oket arra 6szto-
ndzni, hogy hivatkozzanak névvel a haszndlt tételre: ,Pitagorasz-tétellel: ...”. A feladatok
megoldasahoz csoportmunkat javaslunk: a gyerekek onalloan oldjak a feladatokat,és az ered-
ményt egyeztetik a tarsaikkal. A négyzetgyokok pontos és kerekitett értékével a késdbbiekben

foglalkozunk, a feladatok megoldésaiban a szamoldgép hasznélatira 6sszpontositunk.

— 4. Szamitsd ki zsebszamologéppel a derékszogli haromszdg meg nem adott oldalanak
hosszat!
Modszertani megjegyzés: Ahol nem jeldli a feladat az oldalak betlijelét, nem fontos betiit va-
lasztani. Ahol betti is szerepel a feladatban, probaljuk a gyerekeket arra 6sztondzni, hogy sza-
mok helyett betlikkel fejezzék ki az ismeretlen oldalt.
a) Az atfogo 14 cm, az egyik befogd 8 cm;
b) x=18cm, y =24 cm. Mekkora az atfog6 (z)?
c) s =25cm, k=4,2dm. Mekkora a hidnyzo6 befog6?
d) A derékszogli haromszog leghosszabb oldala 54 cm, egy masik 0,32 m.

e) A két befog6 hossza 18 mm és 3,2 cm.
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f) p<q<r aderékszdgl haromszog oldalai, » =28 cm, p=15cm.
Megoldas:  a) V132 =11,5cm; b) z=+4/900 =30 cm; ¢) 411,39 = 3,37 dm;

d) ¥1892 =43,5cm; e) /1348 36,7 mm; f) 7559 = 23,6 cm.

T 5. A kdvetkezd szamharmasok koziil melyik lehet egy derékszogli haromszog oldalainak

hossza? 1.[2.]3.14.]5.]6.[7. 8 [9.[10.[11.
x(cm) | 8 [10|14]13[15[20(24|45(330,9 (3.4
yem) | 6 |12 5|5 [15/30]25(55(55|1,2[2.1
Z(cm) |10]20] 8 [12[15(20] 7 [15[44] 1.5 2.9

Megoldas: 1,4,7,9, 10.
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Il. A valos szamok halmaza

A négyzetgyok fogalma

Modszertani megjegyzés: A kovetkezd feladatokat csoportmunkaban dolgozzuk fel. Minden
tanuldo a 6. és 7. feladat példait oldja meg, a tapasztalatokat egyeztetik. 7-8 perc utan

didkkvartett keretében feldolgozzak az eredményeket. Az a cél, hogy a négyzetgydkvonas
miiveletét, a J_ jellel torténd jelolést és a pontossag, illetve kerekités kérdését megértsék,

valamint ravezessiik a gyerekeket az irracionalis szdmok létezésére.

Feladat

77 6. Hatarozd meg a kovetkezo kifejezések értékét! Ahol kozonséges tortet talalsz, ott pro-

balj kozonséges torttel dolgozni!

a) /25; v—169; 4/2000; /% J12222,6; 43,24 ;

b) +/361; +/-16; +/30500; ‘/%; V1206,8; 4/31,36 ;

¢) V121; v/—81; 4/120000; ,/%4; \2050,87; /17,64 ;

d) ~144; J-25; +/2020200; %; J0,23; ,/6,76 .

Megoldas: a) 5; nem értelmezett; = 44,7; %; ~110,6; 1,8;  b) 19; nem értelmezett; ~ 174,6;

E _3 ;~34,7,5,6; c) 11; nem értelmezett; ~ 346,4; %; ~45.3;4,2;

9 3

d) 12; nem értelmezett; ~ 1421,3; %; ~ 0,48; 2,6.

=7 7. Az alabbi egyenl8ségek koziil melyik igaz, és melyik hamis?

Ji6=4; Jie=-4; J-16=4; J-16=—4; -16=4, -16=-4;
#=16; (c4F =-16; —47=-16; (-4F =—4; V4" =4; -4 =4
Megoldds: 1gaz llitasok: 16 =4; 16 =—4; 42 =16; —4> =—16; 4> =4; |[(-4) =4.
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Modszertani megjegyzés: Kérdések a didkkvartetthez (a Tanulok konyvét csukjak be a gyere-
kek):

1. Hogyan jeloljiik azt a szdmot, amelynek négyzete 20?

2. Mennyi V20 két tizedesjegyre kerekitett értéke?

3. Mi a négyzetre emelés ellentett miivelete?

4. Miért nem értelmezett v/—16 ?

5. Milyen elgjelii lehet egy szam négyzetgyoke?

6. Tapasztalataitok alapjan milyen szdmbdl lehet négyzetgy6kot vonni?

A négyzetre emelésnek a négyzetgyokvonas az ellentett miivelete. Legyen a nemnegativ

szam.

Ja -nak (a > 0) nevezzik azt a nemnegativ szamot, aminek a négyzete: a.

Jelolésekkel: a > 0, Ja > 0, (\/Z)z =a. Az is teljesiil, hogy \/a_2 = | a

, s ekkor a tetszdleges
szam.

Megjegyzés: Ja meghatarozasaban két kikotés is szerepel. Az a >0, ez azt jelenti,
hogy negativ szambdl nem lehet négyzetgyokot vonni. Ennek egyszert oka van: a négy-
zetgyOkvonds forditott miivelete a négyzetre emelés és nincs olyan szam, aminek a
négyzete negativ lenne (hisz a negativ szamokat négyzetre emelve is pozitivot kapunk).
Masrészt a gyokvonas eredménye sem lehet negativ: Ja=0 (példaul Ja=2¢s

nem —2).

Az irracionalis szamok halmaza

Emlékeztetd: Az egész szamok halmaza (Z) a természe-

tes szamok halmazabol (N halmaz elmei: 0; 15 2; ...) €8 | omeszetes szamok: = £ 0: 1: 2: 3: .1
TR r ’ , . » Egész szi L={.5-2;-1;0;1;2; ...}
ellentettjeikbél all (—1; —2; —3; ...), de két egész szam ha- |~ Fedszszamok: 2 =1 1303 15 24l
* Racionalis szamok: (), két egész szam
nyadosa nem mindig egész szdm. A két egész szdm h4- . hanyadosaként felirhato szimok.

nyadosaként felirhatd szdmokat raciondlis szdmoknak —
nevezzik. A racionalis szamok halmaza (Q) tartalmazza az 6sszes olyan szadmot, amelyik
felirhatd kozonséges tort alakban (beleértve természetesen az egészeket is). A raciondlis sza-
mok tizedestort-alakja véges vagy végtelen szakaszos tizedestort (egy vagy tobb szamjegy a

végtelenségig ismétlodik): 3; 4,01; —0,123; —-3,3333...; 5,125125125...
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Modszertani megjegyzés: A raciondlis szamok négyzete is racionalis szdm, tizedestort-alakja
véges. A szamologép hasznalataval a gyerekeket ravezethetjiik arra, hogy irracionalis szamok
esetén a kerekitett értékek négyzetei nem egyeznek meg azzal a szdmmal, amibdl gyokot vo-
nunk. Javasoljuk a didkkvartettet és a kovetkezd kérdéseket (amelyek a bemutatdban is meg-

talalhatok):

Emeld négyzetre 15-6t, és ird le a végeredményt! Most a kapott szambol vonj négyzetgyokot!
Emeld négyzetre 1,5-6t, €s ird le a végeredményt! Most a kapott szambol vonj négyzetgyokot!
Mennyivel egyenl6 4,7524 négyzetgyoke? (véges a megoldas, 2,18).

Kerekitsiik a kapott szamot egy tizedejegyre, és ezt emeljiilk négyzetre! Ugyanazt a szdmot
kapjuk? (Altaldban természetes az, hogy mdsik szamnak mds a négyzete — a feladat azért fon-
tos, mert a kerekités soran megvaltozik a szam négyzete, és ez a gyékvonasra is igaz).

Mivel egyenl6 15 négyzetgydke? Hogyan lehet ellendrizni, hogy jo-e az eredmény? Egyetér-
tés alakult-e ki a csoportokon beliil? (Adjunk elég idot az eredmény megvitatdsara. Kiilonbozo
megoldasok sziilethetnek, 31 tizedesjegyre kerekitve:
3,8729833462074168851792653997824.)

Kerekitsiik a kapott szamot egy, kettd, stb. tizedesjegyre! Emeljiik négyzetre a kapott szamo-
kat és hasonlitsuk dssze 15-tel!

Mitdl fiigg az, hogy milyen pontosra kerekitett szamot hasznalunk? (Az adott feladattol fiigg,

példaul egy atomfizikusnak a r értékét nem szabad 3,14-nek vennie, mert nem kap redlis
eredményt, de egy komiivesnek talan elegendd — ez késobb a tanulok anyagaban olvasmdny-

ként megtalalhato.)

A legtobb pozitiv szam négyzetgyoke olyan szam, amelyet nem tudunk felirni kozonséges
tortszamként. Az ilyen szdmokat irraciondlis szamoknak nevezziik. Irraciondlis példaul V2,

\/5 , v1,1 stb. V4 nem irraciondlis szam, mert az értéke pontosan 2, ami természetes szam.

Irracionalis szamoknak nevezziik azokat a szamokat, amelyeket nem tudunk felirni

két egész szam hanyadosaként. Az irracionalis szamok halmazanak jele:Q*.

A raciondlis szamok halmazat (Q) és az irracionalis szamok halmazat _ \
(Q¥*) egyiitt a valos szamok halmazanak nevezziik. Jele: R.

Az irraciondlis szdmok tizedestort-alakja végtelen, nem szakaszos tizedestort.
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Erdekes, hogy bar a racionalis szamok halmaza végtelen halmaz, ,,minden” racionalis
szdmot abrazolva mégsem toltik ki hézagmentesen a szdmegyenest. Bizonyithat6é azon-
ban, hogy az irraciondlis szamok halmazaval egyiitt a valés szamok halmaza mar a
szdmegyenest teljesen kitolti.

Az irracionalis szamokrol
(Olvasmany; az itt szerepld témaknak utdnanézhetsz az interneten!)

A négyzetgyOkvonas eredményeként kapott irraciondlis szamok legpontosabb értéke a
J jellel felirt szam, példaul~/2 . v/2 kerekitett értéke lehet 1,4 is, de lehet 1,414213562

1s. Hogy mikor milyen pontossagt kerekitést hasznalunk, azt az adott feladat hatarozza
meg. Egy kémiives foloslegesen hasznalna az 1,414213562 kerekitett alakot, mig egy
nagyon pici szdmokkal dolgozé atomfizikus szdmara biztos nem az 1,4 a megfelelé pon-
tossag.

Az irracionalis szamok halmazdban nemcsak a négyzetgyokvonds miiveleteként kapott
szamok talalhatok. Irraciondlis szdm példaul a m, amelynek kerekitett értékét 3,14-nek
ismerjiik. Pontosabb értékére sok esetben sziikség lehet, és a szdmjegyeket nehéz meg-
jegyezni. Ezért talaltak ki a pi-verseket, amelyekben a szavak betliinek szama adja a &
kovetkezd szamjegyét (a 0 szdmjegyet vagy egy gondolatjel, vagy egy 10 betlis szo
szimbolizalja). Szasz Pal matematikus alkotta 1952-ben a kovetkezd pi-verset:
Nem a régi s durva kozelités, 3,14159...
Mi szot6l szoig igy kijon
Bettiiket szamlalva.
Ludolph eredménye mar,
Ha itt végezziik husz jegyen.
De rendre kijé még tiz pontosan,
Azt is bizvast igérhetem.

Ellendrizd a szamologépeddel, ameddig az kiirja az eredményt. A matematikusokat rég-
ota foglalkoztatja az, hogy a m értékét minél pontosabban meghatarozzak. Egy japan
professzor, Yasumasa Kanada tobb mint egymillidard szdmjegyet hatdrozott mar meg
szamitogépekkel. Természetesen a m nem 3,14, hanem a kor kertiletének €és atmérdjének
hanyadosa. Kiilonb6z6 korokban kiilonbozé szamokkal kozelitették n értékét, példaul

Ptolemaiosz i.e. 150-ben a % torttel szamolt.

Feladatok

T 8. a) Ird a halmazabra megfelel helyeire a szamhalmazok betiijelét: N, Z, Q, R !
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b) frd a halmazabra megfeleld helyeire a szamhalmazok betiijelét (N, Z, Q, Q*, R) és a

kovetkezd szamokat: —3; 10: 4,5; 3.511...; 44 : —0,121212...: 100; +/20 ; —100; 0;

%; —3§;—2,125; —\J45.

Megoldas:

Modszertani megjegyzés: A kovetkezo feladathoz javasoljuk a sz6forgdé modszer alkalmaza-
sat: a kezdetben tires lapot minden tanul6 egy ujabb négyzetszammal kapcsolatos sorral bovi-

ti.

= 9. Folytasd a pozitiv egészek négyzetének sorat egészen 20 négyzetéig a kdvetkezo feliras-
sal:

JO=0,mert 0> =0; =1, mert 1> =1; V4 =2, mert 2% =4 stb.

— 10. Dontsd el, majd szamoldgéppel is vizsgald meg par példan, hogy igazak-e a kdvetkezd
allitasok!
a) Nagyobb szdmnak a négyzetgyoke is nagyobb.
b) Az 1-nél nagyobb szdmokra igaz az, hogy a négyzetgyoke kisebb a szamnal.

c) A 0¢és 1 kdzé esé szamokra igaz az, hogy a négyzetgyoke kisebb a szamnal.
d) Egy tortszam négyzetgyoke mindig kisebb a szdmnal.
Megoldas: a) és b) igaz, c) €s d) hamis.
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77 11. Szamitsd ki a kdvetkezé miiveletek eredményét és valaszd ki a kakukktojast!

V100 ++/81; V121 -+/144 ; 2.416 —+/25; J169 ++/49

Megoldas: 19; —1; 3; 20; a masodik a kakukktojas, mert az negativ.
2.3 trimino a négyzetgyokvondsrol
Az azonos eredményi €leket illesztjiik 6ssze. Az értékelés a kirakas helyessége €s sebessége

szerint torténik. Szamologép alkalmazasa nem javasolt.

3600 —+/8100

0091/ - 001N

V64 ++/81
6= 0opf

A négyzetgyok kozelitésérol (olvasmany)

A szamok négyzetgyokének értékét tobbféleképpen is kozelithetjiik (azért csak kozelit-
hetjiik, mert az irraciondlis szdmok pontos értékét nem tudjuk meghatarozni). Kozelitsiik

10 négyzetgyokét! (A szdmologép szerint V10 ~ 3,16227766).

Kétoldali kozelités moédszere: alapjat az adja, hogy a nagyobb szdmoknak a négyzet-
gyoke is nagyobb.

El6észor zarjuk be V10 et egész szamok kozé: 3° =9, és 4* =16, ezért 3< V10 < 4.
Ezutén noveljiik a pontossagot: 3,12 =9,61¢és 3,2% =10,24, ezért 3,1 <~/10 <3,2.

Segit a kozelitésben az, ha megbecsiiljiik, hogy a négyzetgyok értéke melyik szdmhoz
esik kozelebb (most inkabb 3,2-héz, mint 3,1-hez).

A kovetkezd kozelités: 3,167 =9,9856 < /10 < 3,17> =10,0489, majd
3,162 < V10 < 3,163 stb. A kozelitést tetszdleges pontossagig végezhetjlik, nyilvan egy

szamitogeép nagy segitséget jelenthet. A tizedesjegyek szamat novelve kapjuk az egyre
pontosabb értéket.
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Modszertani megjegyzeés:
Erdemes gyakorolni a tanulokkal a négyzetgyokvonas eredményének becslését: nagysagrend-
re, ha ezres nagysagrendnél nagyobb a szam, illetve melyik egészhez esik kozel, ha 1000-nél
kisebb a szam.
A becslés gyakorlasat javasoljuk didkkvartett keretében igaz-hamis kérdésekkel, illetve konk-
rét szamokkal. Szamologép nem hasznélhatd, de papiron lehet szamolni.
Az igaz-hamis kérdések lehetnek példaul a kdvetkezo, 2.4. toto kérdései.
2.4. toto kérdései a négyzetgyokrol és négyzetekrol

1. 1000 négyzetgyoke pontosan 100.

2. 200 négyzetgyoke 15-nél nagyobb.

3. Haegy szam 10 000 és 1 000 0000 koze esik, akkor a négyzetgyoke 100 és 1000 ko-
zOttl szam.
A 200-nal nagyobb legelsdé négyzetszam 256.
10 és 110 k6zé 7 négyzetszam esik.
Nagyobb szamnak a négyzetgyoke is nagyobb.
Ha egy szam négyjegyli, a négyzetgyokét egészre kerekitve kétjegyli szamot kapunk.
A 100 és 400 kozotti szamok négyzetgyoke 10 és 20 kozé esik.

A A AR

401 és 500 kozé két négyzetszam esik.
10. 15 és 12 négyzetének kiilonbsége (15-12)° =37 =9.
11. A 900-nal nagyobb kévetkezd négyzetszam 31°.

12. A 9000 m” teriiletli négyzet alaki telek oldala 30 m-es.
13. 40 négyzete 1600, 50 négyzete 2500, a két szam szamtani kozepe 2050. Allitas:

\2050 =45.

+1. Egy 121 m” teriiletii, négyzet alaku terem oldala 11 m hossz.

Megoldas: 1gaz: 3, 5,6,8,9, 11, +1; hamis: 1, 2,4, 7, 10, 12, 13.

— 12. Két egybevago kor teriilete egytitt 7. Mekkora a korok sugara kiilon-kiilon?
a) T'=100 cm?; b) T=4m% ¢) I'=14,1 cm’.

Megoldads: 2r’n=T; a)r~4cm; b)r=798cm; c¢)r~1,5cm.
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77 13. A fizikdban szabadesés kdozben megtett Uit (s) képlete a testek anyagatol fiiggetle-
niil s = %tz , ahol g =9,81 EZ allando, ¢ pedig az esés ideje (1égellenalassal most nem
S

szamolunk; a képletben s értékét méterben, az id6t masodpercben hasznaljuk).
a) Mennyi id6 alatt zuhan le egy test 30 méter magasbdl (kb. ennyi egy 10 emeletes
haz magassaga)?
i) b) Fejezd ki az iddt a megtett ut fiiggvényében!
2s

Megoldas: a) kb. 2,5 méasodperc; b) t=_|—.
g

™7 14. Mekkora a térfogata annak a kockanak, aminek a felszine 140 m*?

Megoldds: 112,7 m’

Modszertani megjegyzés: A feladatok megoldasakor a gyerekek lehetdleg ne 3,14-gyel helyet-

tesitsék m értékét, hanem hasznaljak a szamologépekben talalhato értéket.
15. Fejezd ki a henger sugarat, ha m a magassaga, r a sugara, és a térfogata V =7> -7-m!

Megoldas: r = -
m-

T 16. Egy henger térfogata 3619,1 dm’, magassaga 80 cm. Mekkora az alapkér sugara?

2
=r -TT-m

henger

Megoldas: r:\/ d =\/3619’1 , r~12dm.
m-7w 8-

T 17. Egy henger térfogata 150 cm®, magassaga 3 cm. Mekkora a felszine?

— 52 —
henger =r -n-m, Ahenger —2'V'TC'(V+m).

Megoldas: r = ~4 (cm), a felszin: 4=2-47(4+3)~176 (cm?).

m-mw
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A négyzetgyok-fiiggvény

Modszertani megjegyzés: A tanulok készitsenek értéktablazatot a négyzetgyokvonasrol cso-
portmunkéban megosztva, 0-t6l 17-ig egyesével. Utana abrazoljak koordinata-rendszerben a
kapott (x; y) szamparokat! x legyen maga a szdm, y pedig a négyzetgyoke, egy tizedesjegyre
kerekitve.

A grafikon abrazolasahoz valoszinileg sziikségiik lesz segitségre. Javasoljuk, hogy ezt ne
frontalisan adjuk, hanem a csoportok valasszanak egy-egy fot, akiket 6sszegylijtve megmutat-
juk az abrazolast egy kiilon asztalnal. Ezek a tanulok a tobbieknek elmondjak, hogyan kell

abrazolni a pontokat, majd osszekotve azokat, kirajzolodik a négyzetgyok-fiiggvény.

VA

ad 4

A fent abrazolt fliggvényt négyzetgyok fliggvénynek nevezziik. Minden nemnegativ szamhoz
hozzérendeli a négyzetgyokét: x +— Jx, vagy f (x) =Vx.
Jegyezd meg a fliggvénynek azokat a pontjait, amelyeket konnyen tudsz abrazolni!
Az x=0helyen a fliggvény értéke y =0, mert a fiiggvény képletébe x helyére behelyettesitve
kapjuk: y = Jo=0 , vagyis egyik pontja a (0; 0) pont. Hasonldéan kaphatok még pontok, ame-
lyek megfelelnek az (x; \/;) alaknak: (1; 1), (4; 2), (9; 3) stb.
Erdekesség a fiiggvénnyel kapcsolatban. Ha milliméterpapiron abré-
zolod a fliggvényt 0 és 2 kozott, jol latszik a kovetkezo: 0 és 1 ko- +------

zOtti szamok négyzetgyoke a szamndal nagyobb, mig 1-nél nagyobb
szamok esetében kisebb.

Modszertani megjegyzés: A kovetkezd feladat feldolgozasdhoz a didkkvartett modszert java-

soljuk.
Feladat

77 18. Vilaszolj a kovetkezd kérdésekre:

a) Mi az x> Jx fliggvény értelmezési tartomdnya (milyen szamokat irhatunk x he-

lyére, ill. a fliggvény az x tengelyre levetitve a tengely mely részét foglalja el)?
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b) Mi az x+— Jx figgvény értékkészlete (milyen szdmokat kapunk eredménynek, ill.
a fliggvény az y tengelyre levetitve a tengely mely részét foglalja el)?

¢) Mi a fiiggvény minimumhelye (az alsé csticspont x koordinataja)?

d) Mi a fliggvény legkisebb értéke (az als6 csucspont y koordinatdja)?

e) Mit mondhatunk a fliggvény monotonitasardl (emelkedés-csokkenés)?

Allitasok megforditasa
Ervényes a Pitagorasz-tétel megforditasa is. A tétel szovegébdl meghatarozhatd, hogy mi a

kovetkezmény és mi a feltétel!

a haromszog derckszogu =4 O
il - @ b=y

(a és b befogok, ¢ atfogod)

Ha megforditjuk a kovetkezményt és a feltételt, uj allitast kapunk, amit a Pitagorasz-tétel
megforditdsanak neveziink:
egy haromszog a, b és ¢ oldalaira 1gaz: - ; .. SR i
B0k eSS 1] - a haromszdg derékszogil
Megfogalmazasai:
e Ha egy haromszdg a, b és c oldalaira igaz, hogy a’ +b* = ¢*, akkor a haromszdg de-
rékszogli.
e FEgy haromszdg akkor €s csak akkor derékszogii, ha két oldalanak négyzetdsszege
egyenl6 a harmadik oldal négyzetével.
e Annak, hogy egy haromszog deré¢kszogli legyen sziikséges és elégséges feltétele, hogy

két oldalanak négyzetosszege egyenld legyen a harmadik oldal négyzetével.

Az ilyen allitdsokat megfordithato tételeknek nevezziik. Tanulméanyaink soran mar talalkoz-
tunk ilyen jellegli tételekkel, ilyen példaul a Thalész-tétel.

Megjegyzés: Az allitasok halmazokra is atfogalmazhatok. Példaul a derékszogii ha-
romszogek halmaza és az a* +b*> = ¢* tulajdonsaggal rendelkez6 haromszogek hal-
maza azonos. Egy allitas akkor megfordithatd, ha a két halmaz elemei ugyanazok
(vagyis a két halmaz egyenld, mint a Pitagorasz-tétel esetében).

A megfordithato allitasokban ,,akkor és csak akkor” kapcsolatot is hasznalunk: egy
haromszog akkor és csak akkor derékszogii, ha a két rovidebb oldal hosszanak
négyzetosszege egyenld a harmadik oldal hosszanak négyzetével. A két tagmondat
allitasai ekvivalensek (egyenértékiiek).
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Feladatok

T 19. Fogalmazd meg a kovetkez6 (nem biztos, hogy igaz) allitdsok megforditasat, és

dontsd el, hogy az allitds megforditasa igaz-e vagy sem?

a) Ha esik az esd, akkor nedves az uttest.

b) Ha egy szam oszthato 6-tal, akkor 2-vel is oszthato.

c) Ha egy négyszog deltoid, akkor az atléi merdlegesek egymasra.

d) Ha egy haromszogben két sz0g Osszege egyenld a harmadik szdggel, akkor az a ha-
romszog derékszogi.

e) Ha siit a nap, akkor vildgos van.

f) Ha egy négyszog trapéz, akkor paralelogramma is.

g) Ha egy szam nullara végzddik, akkor oszthatd 5-tel.

h) Ha egy haromszogben a koré irhaté kor kozéppontja az egyik oldal felezépontja,
akkor az a haromszog derékszogl.

Megoldas: Megfordithatok: d), h).

77 20. Keress megfordithato allitasokat a hétkoznapi életbdl!
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I1l. Pitagorasz-tétellel kapcsolatos feladatok

Modszertani megjegyzés: A feladatokhoz javasoljuk a kooperativ mddszerek hasznalatat

olyan feladatok esetében is, amelyek nem kifejezetten csoportmunkara késziiltek.

Mintapélda,
a) Szerkesszetek a fiizetbe egy 7 cm oldalhosszii négyzetet! Becsiiljétek meg, hogy mekkora a

négyzet atloja! Mérjétek meg vonalzoval, majd szdmitsatok ki az atlo hosszat!

b) Szerkesszetek a flizetbe egy 7 cm oldalhosszi szabalyos haromszoget! Becsiiljétek meg,
hogy mekkora a magassdga ¢€s a teriilete! Mérjétek meg vonalzoval a magassagot, majd
szamitsatok is ki a hosszat! A kiszamitott értékkel hatarozzatok meg a haromszog teriiletét!

Megoldas: 7

a) Az abran talalhat6 egyenldszaru derékszogli haromszog atfogdja I
a négyzet atloja. A Pitagorasz-tételt felirva 7° +7° =d’, vagyis 7

98 =d* . Innen az atlo:

d =+/98 ~ 9,9 (cm).

b) A szabdlyos haromszdg magassagat berajzolva keletkezik a je-

161t derékszogii haromszdg, erre felirva a Pitagorasz-tételt:

m*+3,52=7" = m*>=36,75 = m=~6,lcm / m

. . : =
a-m, 7 6’1z2l,4(cm2). -4

~

A szabdlyos haromszog teriilete: 7 =

Modszertani megjegyzes: A képlet levezetése a jobb képességii didkoknak ajanlott.

A feladatok altalanosan, a oldali sikidomok esetén is megoldhatok. Ekkor olyan képle-
teket kapunk, amelybe a helyére behelyettesitve az oldalhosszakat, megkapjuk az atlot, a
szabalyos haromszog magassagat, illetve teriiletét.

a

L/

a a

m

v

Az a oldalu 7

az  egyenldszari

- négyzet esetén
derékszogl

haromszog atfogdja a négyzet atloja. A Pitagorasz-tételt felirva a® +a’ =d?*, vagyis
2a*=d*. Innenaz atld: d =a -2 .

[ |~
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Az a oldalu szabalyos haromsz6g magassagat berajzolva keletkezik a jelolt derékszogl
haromszog, erre felirva a Pitagorasz-tételt:

2 2 2
a a a . . )
m* + (Ej =a’ => m’ = a®> = m®> =——, ahonnan a szabalyos haromszog ma-

3

assaga: m=a-—.
g g 7

a . a . ﬁ
A szabalyos haromszog teriilete: 7" = a '2m“ = 2 _ g2 g

-

e az a oldalu négyzet atloja a A2,

e az a oldalu szabalyos haromszog magassaga aT ,

3

e az g oldalu szabalyos haromszdg teriilete a’ o

Mintapéldas
Ennek a fura alaka szinpadnak csak 3 oldalat lehetett lemérni. Azt is megmértiik, hogy a szin-

pad oldalai kozott két helyen derékszog taldlhato. Mekkora a harmadik oldal?
Megoldas:
Jeldlje x az ismeretlen oldalt (méterben). X
Az atlo behuzéasaval két derékszogli hdromszdgre bontjuk //

2m
a négyszoget. A két haromszognek egy oldala, az atfogo- /

ja kozos. Az atfogd kiszamitasdhoz alkalmazzuk a & / 4m
Pitagorasz-tételt: d> =3 +4> =25 , ahonnan d =5 (m). 3m _

A masik derékszogli haromszogben is felirjuk a Pitagorasz-tételt, hogy az x-szel jeldlt
oldalt kiszamitsuk: 5% =2* + x?, azaz 21=x".

Az ismeretlen oldal tehat x = \/ﬁ ~4,58m.

Mintapélda,
Mekkora annak a haromszognek a keriilete ¢€s teriilete, amelynek cstcsai A(—6; 0), B(4; 2) ¢€s

C(0; —5)?
Megoldas:
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Kihasznaljuk a derékszogli négyzetracs adta lehe- 0

téségeket. Rajzoljuk meg az abran lathatd derék- b, B

LAY

szO0gli haromszogeket, amelyek atfogoi adjak az 4

ABC héaromszog oldalait. 7
Az ABD derékszogli haromszogben

AB=+/2>+10> =+/104 ~10,2 egység. Hasonléan z sle
a masik két oldal hossza 8,1 és 7,8 egység, a kerii- 6 4

let az oldalak Osszege: 26,1 egység.
A teriiletet tigy szamitjuk ki, hogy a bennfoglald 10x7-es téglalap teriiletébol kivonjuk a

, a-b.
derékszogl haromszogek 7, = 5 képlettel szamithato teriiletét:

erékszogii haromszog

T,

haromszog

2-10 5-6 4.7
=10-7- + + =31 teriletegység.
( 0. 2] eység

Feladatok
— 21. Szamitsd ki a négyzet atlojat, ha oldala

a) 4 cm; b) 2,8 cm; c) 22,3 m; d) 10,1 dm.
Megoldas: a) 4.2 ~ 5,66cm;  b)3,96cm; c¢)31,54m; d) 14,28 dm.

— 22. Szamitsd ki a négyzet oldalat, ha atloja
a) 14 cm; b) 1,1 cm; c) 11,2 m; d) 8,5 dm.

Megoldas: a) ﬁ ~99cm; b)0,78cm; ¢)7,92m; d)6,0dm.

V2

77 23. Hatarozd meg a szabalyos haromszog magassaganak hosszat, ha oldala
a) 10 cm; b) 15 cm; ¢) 5,6 cm!
Készits rajzot minden esetben!

Megoldas: a) 8,7cm; b)13cm; c¢)4,8 cm.

— 24. Szamitsd ki a szabalyos haromszog magassagat ¢€s teriiletét, ha oldala

a) 35 cm; b) 11,8 cm; ¢)2,3 m; d) 14,8 dm.

B3

Megoldds: a) m = a? cm~30,3cmés T =a’ i 530,4cm”  b) 10,2 cm és 60,3 cm?;
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c)2,0més 23 m’; d) 12,8 dm és 94,8 dm?.

T 25. Szamitsd ki a szabalyos haromszog oldalat, ha

a) magassaga 23 cm; b) magassaga 25,5 dm;

¢) teriilete 15,8 cm?; i) d) teriilete 23 mm? ?

2m 4T
Megoldas: a) a =—=cm=~26,6cm; b)294dm; c¢)a= /—cm ~6,04cm; d)7,3 mm.

77 26. Mekkora a szabalyos hatszog teriilete, ha 8,5 cm sugart kor irhato a hatszog koré?

3

Megoldds: T =6-r>~—cm® ~187,7 cm’.

T 27. Mekkora a szabalyos hatszog oldala, ha teriilete 125,9 cm??
Megoldas: 6,96 cm.

28. Egy szabalyos hatszog szemkdzti oldalfelezd pontjait 6sszekdtd szakasz hossza
12 cm. Mekkora a hatszdg oldala, tertilete, és mekkora atméréji kor irhat6 a hatszog
koré?
2
Megoldas: m=6cm, és m= a? = a= T}Z; a~693cm az oldal-

2 /
a3 e et s 2 /
2 ; T'=124,8 rnz, a kor¢é irhatd kor atmé- /"

./f m

hossz. A teriilet T =6

réje: 2a = 13,9 cm.

77 29. A féutvonaljelz6 tabla négyzet alakq, atlojanak fele 28,3 cm.
a) Mekkora a tabla oldala?
b) Mennyi anyag kell 24 darab tabla elkészités¢hez, ha 10% anyagveszteséggel szamo-
lunk?
Megoldds: a) 40 cm;  b) 24-0,4%-1,lm* ~ 43 m’.

77 30. Milyen messze vannak a kdvetkez6 pontok a koordinata-rendszerben az origotol?

AG; 4 B(5;12);  C(-10;-10); D(-5;8);  E(-3;-6).
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Megoldas: A koordinata-rendszerben abrazoljuk a pontokat, és a négyzetracs segitségével
derékszogl haromszdget keresiink, amiben a Pitagorasz-tételt felirva adodik a tavolsag.

Eredmények: A:5; B:13; C:14,1; D:94; E:6,7.

77 31. Hatarozd meg az abran levd sokszogek teriiletét és kertiletét!
a) b) c)

Megoldas: a) 15te. és 17,8 e; b)17,5te.és 17,6 e; c¢)22,5te. és19,8e.

77 32. Egy egyenl6 szart derékszogli haromszog atfogdja 10,5 cm. Mekkora a befogoja?

Megoldas: 105 ~ 7,42 cm.

V2

=7 33. Mekkora a szabalyos haromszog magassaga és teriilete, ha oldala 4 dm?

NG

Megoldds: m = 4% ~35dm; T =4 5 6,9 dm”.

=7 34. Mekkora a sarga négyzet keriilete és teriilete, ha a nagy négyzet
oldalhossza 10 egység, ¢s a sarga négyzet csucsai az oldalainak
a felez6pontjai? 10

Megoldds: 28,3 egység és 50 ¢

10

PaN

35. A kovetkezd tetdszerkezet a-val jelolt gerendainak g o o /\\\\ b
hossza 3,4 m. Mekkorak a b-vel jelolt gerendak? o g “‘\\\\

Megoldas: A Pitagorasz-tételt felirjuk arra a derékszogli haromszdgre, amelynek atfogoja b,

egyik befogdja pedig a kozépen levd szabalyos haromszog magassaga (m):
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V3

2
b’ = (— a} +m>. A szabalyos  haromszdg magassiaga: m= aT , gy
2 9 2 3 2 2
b =Za +Za =3q", ahonnan b = a\/g; b~59m.

- 36. Egy téglalap alaku gipszkartont az 4tlojanal kell szétvagni. Mekkora a vagas hossza, ha
a gipszkarton méretei 1250x2000 mm?

Megoldds: /1250 +2000° ~ 2358 mm.

T 37. a) Szamitsd ki az 4bréan lathat6 kocka lapatloit (az oldallapok _ ““a\
négyzeteinek atloit)! ‘H"xa '
T~
b) Keress olyan derékszogii haromszoget, amelynek segitségével K‘H-.\

meghatarozhat6 a testatlo (az a szakasz, amely 6sszekot keét,
nem ugyanazon a lapon levd cstcsot), és hatdrozd meg a hosz- 4cn

szat!
c) Fejezd ki a testatlo hosszat a négyzet oldalaval!

Megoldas: a) 42 ~ 5,66 cm; b) Lapatl6 — testatlo — oldal altal alkotott derékszogii ha-

romszogbdl a testatld hossza 6,93 cm; c)d= a\/g .

™7 38. Egy téglatest élei 5 cm, 12 ¢cm és 35 cm.
a) Készits abrat, és szamitsd ki a lapatlok hosszat!
b) Mekkora annak a szakasznak a hossza, amely a téglatest két legtavolabbi csticsat
koti 6ssze (tobb ilyen szakasz is van, de a hosszuk egyenld)?
Megoldas:
a) Az ABC derékszogli haromszogben felirjuk a Pitagorasz-
tételt: AC> =57 +12°, ahonnan a lapatld 13 cm. Hasonlban a

masik két lapatldé 37 cm és 35,4 cm.

b) Az ABH derékszogli haromszog atfogojat keressiik, az a ! :
testatlo. Hossza: BH® = AB> + AH?, vagyis BH* =5> +12° +35%, igy BH ~37,3 cm.
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i) 39. Fejezd ki a téglatest testatlojat az a, b és c oldalakkal!

Megoldds: Az elézd feladat dbrajahoz hasonlo abra alapjan: d =+a’ +b> +c¢” .

T 40. Egy szigetrdl egy hajo kelet felé indul, és megtesz 5,8 km-t. Ezutan dél felé fordul, és
tovabbi 8,6 km-t halad.
a) Milyen tavolsagra van ekkor a hajo a szigett6l? A megoldéashoz készits abrat!
b) Mekkora ez a tavolsag légvonalban a térképen lemérve, ha a térkép méretaranya
1:150000?
Megoldas: 5, >

a)+/5,8> +8,6% ~10,37 km;

b) A térképen W =69 cm. 8.6
150000

<

T 41. Egy tlira soran egy pihendhelytdl észak felé haladunk 4,5 km-t, nyugat felé tovabbi
3,2 km-t.
a) Milyen tavolsagra vagyunk ekkor a pihendhelyt6l?
b) Mekkora ez a tavolsag 1égvonalban a térképen lemérve, ha a térkép méretaranya

1:60 000 ?

Megoldds- a) \3,2> +4,5° ~552(km);  b) A térképen % —92cm,

T 42. Egy kétagu létra dgainak hossza 2,5 méter. Milyen magasan lesz a teteje a talajtol, ha a
két agat egymastol 1,4 méterre tudjuk kinyitni?
Megoldas: 2,4 m.

=7 43. Egy 8 m magas oszlopot 8,7 m hossz tartokdtelekkel akarnak
rogziteni. Az oszlop tovétdl milyen tdvolsagra rogzitsék a fold-
hoz a koteleket (lasd abra)?

Megoldas: 3,42 m.
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T 44. Egy haz homlokzatanak szélessége 14 méter, a tetdgerendak hossza 7,4 m. Mekkora
terliletli a homlokzat, ha alakja egyenldszara haromszog?

Megoldds: A magassag Pitagorasz-tétellel szamithato, 2,4 m. A teriilet 16,8 m’.

=7 45. Egy téglalap atlojanak a fele 72 mm, egyik oldala 1,2 dm. Mekkora a masik oldal?
Megoldas: kb. 8 cm.

=7 46. Mekkora a monitor képerny6jének két oldala, ha az 4tloja 17 coll, és a képerny6 olda-
lainak ardnya 3:4? (1 coll = 1 inch = 1 hiivelyk = 2,54 cm).
Megoldas: 10,2 hiivelyk =26 cm ¢és 13,6 hiivelyk = 34,6 cm.

7 47. A képernyd egyik oldala 38 cm, képatloja 77 cm. Hatarozd meg a masik oldalt és va-
laszd ki a megfeleld képaranyt! A.4:3; B.16:9; C.14:7.
Megoldas: 67 cm, B.

77 48. Egy négyzet alaku terit6re atlos iranyban diszcsikot varrunk. Milyen hosszi szalagra
van sziikség, ha a varras miatt 5 cm-t hozza kell adni, és a terité oldala
a) 52 cm; b) 30 cm; ¢) 120 cm.

Megoldas: a) 78,5 cm; b)47,4cm; c)174,7 cm.

Mintapéldas
Mekkora annak a paralelogrammanak az atloja, amelynek oldalai 9 cm és 6 cm, magassaga

pedig 4,4 cm?

Megoldas: gt
Az abra megrajzoléasa utan lathato, hogy az atl6 (d) /___,.»-"('f — 6 44
egy olyan derékszogli haromszogben talalhatd, ame- :
lyiknek oldalai 4,4 és 9+ x.

x meghatarozasahoz a 6 cm atfogdju derékszogii haromszogre felirjuk Pitagorasz tételét:
4,4° + x> =67 , ahonnan x* =6 —4,4> vagyis x’ =16,64, x=./16,64 ~4.1.
Ujra alkalmazva a Pitagorasz-tételt: d° =13,1° +4,4°, azaz d* =190,97 . Gydkvonas

utan: d ~13,8cm.
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Feladatok

T 49. Mekkora a haromszdg harmadik (c) oldala, ha a = 8 cm, b =9 ¢cm, m,= 6¢m. Szerkeszd
meg a haromszoget!

Megoldas: A Pitagorasz-tételt kétszer irjuk fel a megoldas soran:
y=49"-6>=4/45~6,7cm; x=8-y~13cm;

z=vx>+6> ~6,]lcm.

6

— 50. Egy szimmetrikus trapéz alapjai 4 cm és 7 cm, szdrai 4,6 cm hosszuak. Mekkora a

trapéz teriilete €s atloja?

4
Megoldds: A
A Pitagorasz-tételt alkalmazva m = 4,35 cm, igy a teriilet i -
23,9 cm’. Atloja /5,5° +4,35* =7,01cm. o
il 4
L 7 1,5

T 51. A varos szélén egy oszlopon viztarold gombot allitanak fel (hidroglobusz), amit a
gomb ,egyenlitéjéhez” rogzitett drotkotelekkel is megerdsitenek. Mekkora egy
drotkotél hossza, ha a gdmb kozéppontja 47 méterre van a f6ldtol, a gdomb atmérdje 24
méter, ¢s a f6ldon a tartdoszlop kdzéppontjatdl 30 méterre rogzitik?

Megoldas:

A vézlatrdl leolvashato, hogy a Pitagorasz-tételt kell alkalmazni. Az

eredmény: x =18 +47> =50,33 m.

T 52. Egy 4 cm sugaru korhoz a kozéppontjatdl 10 cm tavolsagrol érint6t htizunk. Mekkora

az érintd egyenesén a ponttdl a korig tartd érintdszakasz hossza?

Megoldas: V84 ~9,2cm
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=7 53. Szamitsd ki ennek a szabalytalan alaku teleknek a teriiletét!

84 m 84 m

73 m 73 m
34 m T 3, 34 m

57 m 57 m

Megoldds: T, =%-84-(73—34): 1638 (m?); T, =57-34=1938 (m®);

T, :%-(84—57)-34=459(m2); T=T,+T,+T, =4035m".

54. Mekkora keresztgerendakat kell gyartani a hidakhoz? (A keresztgerendédkat az abran

narancs, zold, lila és kék szinnel jeloltiik.)

a) 11,3 m b)

48m S N 34m

23 m

176 m

Megoldas: a) 7,57 m, 12,28m;  b) 6,30 m; 4,88 m.

=7 55. Egy rombusz alaku papirsarkanyt szeretnénk késziteni. Az atlos irAnyt mereviték
hossza 1,7 m és 2,8 m.
a) Mekkora a rombusz oldala?
b) Mekkora feliiletli anyag sziikséges a papirsarkany elkészitésé¢hez?

Megoldds: a)kb. 1,64 m;  b)2,38 m’.

77 56. Egy téglalap egyik oldala hAromszor akkora, mint a masik. Mekkorak az oldalai, ha a

teriilete 147 cm>?

Megoldds: x-3x=147 = x*=49 = x=7cm.
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77 57. Szamold ki a téglalapok oldalait és keriiletét, ha tudod, hogy

a) egyik oldala kétszer akkora, mint a masik, és teriilete 32 cm’;
b) egyik oldala % része a masik oldalhossznak, és teriilete 2400 mm?®;

¢) egyik oldala 38%-kal hosszabb, mint a masik oldala, és teriilete 34,5 m®!
Megoldas: Egyenletek felallitasaval torténik. Az eredmények: a) 4 cm, 8 cm, 24 cm;
b) 40 mm, 60 mm, 200 mm; ¢) 5 m, 6,9 m, 23,8 m.

— 58. Egy trapéz hosszabbik alapja 20 cm, széarai 8§ cm és 6 cm, magassaga 5 cm.
a) Mekkora a trapéz révidebbik alapja és teriilete?
b) Mekkora a két atlo hossza?

Megoldas: a) 10,4 cm, 76,1 cmz; b) 17,4 cm és 14,6 cm.

— 59. Toltsd ki a tdblazatot (minden tavolsag cm-ben értendd)!

a) b) c) .
a 20 27 35
b 8 18 °/ i »
c 10 16 L] . A
d 6 13
m 5 11 9
e
A
T
Megoldas: a 20 27 35
b 8 14,9 18
c | 104 10 16
d 6 13 9,6
m 5 11 9
e | 174 | 202 214
7] 146 | 229 32,9
T | 761 | 2035 | 2295
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= 60. Toltsd ki a tablazatot! (e és f a deltoid két atloja)

a) b) c) a b
e 8 egység 52m
f 10 cm
a 12 cm 5 egység 25m
b 23 cm
T 20 egység2 624 m’
Megoldas:
a) b) c)
e 33,36 cm 8 egység 52m
f 10 cm 5 egység 24 m
a 12 cm 5 egység 25m
b 23 cm 4,44 egyseg 32,31 m
T 166,8 cm” | 20 egység” | 624 m’

Emlékeztetd: a kor érintdje

— 61. Egy 6 cm sugaru kornek meghtztuk a
* A kor érintdi merdlegesek az érintési pontba

10 cm-es harjat. Mekkora a hur és a kor hizott sugarra.

kézéppontja"nak a tévolséga? » A korhoz kiilso pﬂ]ltbél huzott érintoszaka-

szok egyenldk. <

.

Megoldds: x=~6"—5> ~3,3cm.

= 62. Egy 12,4 cm hosszisagu hur a kor kozéppontjatol 4,5 cm tavolsagra talalhatd. Mekko-

ra a kor atmérdje?

Megoldas: r = V4,57 +6,2% ~7,7cm, az 4tmérd hossza 15,4 cm.

=7 63. Egy 6 cm sugar kor egyik hurja 8 cm-es. Mekkora a kézéppontbdl a hirra bocsatott

merdleges szakasz hossza (vagyis a hur és a kozéppont tavolsaga)?

Megoldas: V20 ~ 4,5 cm.
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2N

64. Egy 7 cm atmérdjli narancsbol levag-
tunk egy darabot, aminek a helyén egy
5,5 cm atméréji kor keletkezett. Mi- |
lyen magasan lesz a talajtdl a narancs

»teteje”, ha erre a korre allitjuk?

Megoldds: +/3,5" —2,25* ~ 2,68 (cm) a sikmetszet és a gdmb kozéppontjanak tavolsaga, eh-

hez a sugarat hozzdadva 6,18 cm a keresett tavolsag.

7 65. Karcsi egy kor alakt tér AB atmérdjét akarja meghatarozni,
de a tér kozepén egy szokokut all. Készitett egy tervet, amely
a segitségére lesz, ¢s méréseket végzett: az AP tavolsagot 34
1épésnek, a PB tavolsagot 44 1épésnek mérte. Mekkora a tér
atmérdje, ha Karcsi atlagos 1épését 0,8 méteresnek vessziik?

Megoldas: 55,6 1épés, vagyis kb. 44,5 m. (Alkalmazhatjuk a Thalész-tételt!)

66. Szijattétel modelljébol két kor kozos érintdit akarjuk kiszdmitani. A korok sugara
3cm és 7 cm, a kozéppontjaik tavolsaga 20 cm. Mekkora a kozos kiilsé €s belsd

érint6k hossza? Az abra segit a megoldasban.

Megoldas: A feladat megoldasadhoz alkalmazzuk a Pitagorasz-tételt. A kiilsé érintdk esetén
x> +(7-3) =207, ahonnan x =207 —4* =+/384 ~19,6 cm. A bels6 érintdkre
x> +(7+3) =207, ahonnan x =+20% —10? =+/300 ~17,3 cm.

‘s(J m .
i) 67. A planetarium korfolyosojat le kell burkolni. A burkol¢ az dbran O

lathat6 tavolsagot mérte le. Miért elegendd ez az adat a burkolat
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anyagmennyiségének meghatarozasahoz? Mennyibe keriil a burkolds, ha anyaggal

egyiitt 2600 Ft-ot kérnek 1 m” burkolasaért?

Megoldds: A Pitagorasz tételt alkalmazva R* = /* + 15, amib6l

R* — 1 =225. A korgylirii teriilete ennek n-szerese, ami K

706,5 m*. Az ar 1 836 900 Ft.
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IV. Vektorok

Modszertani megjegyzés: A vektorok a Pitagorasz-tétel alkalmazasaként kertiltek bele ebbe a

modulba.

Ismétlés
Az iranyitott szakaszt vektornak nevezziik. A fizikdban tobb vektormennyiséget megismer-

tiink: elmozdulas, sebesség, gyorsulas, erd stb.

A vektorok kezddpontjukkal és végpontjukkal kijeldlnek egy irdnyt és egy tdvolsagot. A ta-
volsagot a vektor hosszanak vagy abszolutértékének nevezziik, ¢s mindig valamilyen hosz-

szusagegységhez viszonyitjuk.

A vektorok egyenlésége és azonossaga kiillonbozd fogalmak. Két vektor azonos, ha kezdd-
pontjaik és végpontjaik paronként megegyeznek, jelolés: a = b. Egy adott vektorral azonos
vektor a sikon vagy a térben ugyanott helyezkedik el. Ezzel szemben egy adott vektorral
egyenld vektort a sik vagy tér barmely pontjabdl felmérhetiink, igy egy adott vektorral egyen-
16 vektorbdl végtelen sok van. Két vektor egyenld, ha hosszuk és irdnyuk megegyezik (vagyis

egyeneseik parhuzamosak ¢€s iranyitasuk azonos).

Az abra jeloléseivel: ’f / 5
a= b - d A b

5 b=AB
AB =a
Egységvektor (e): egységnyi hosszusagl vektor: | e | = 1.

Nullvektor (0): 0 hosszisagu vektor. Definicioja: olyan vektor, amelynek megegyezik a kez-

ddépontja és a végpontja. Iranyat tetszélegesnek tekintjik.

v

Az a vektor ellentettjének nevezziik azt a vektort, amelyik vele egyenld a

abszolutértéki, egyezo allasu, de vele ellentétes iranyt. Jelolése: — a .

F 3
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Feladatok

— 68. Keress egyenlc’i, egyenld abszolutértékd, illetve ellentett vektorokat az dbran!

\\ /o /\ \

\/ N LS

69. Keress egyenld, ellentett és azonos vektorokat a kockan és a szabalyos hatszogon!

H G A B
a
E F e
b F 2 C
D c
C
A C B
E D
Vektormuveletek

Két vektor 6sszegét kétféle modszer szerint szerkeszthetjiik meg:

a) haromszog-maodszer: az a végpontjabol mérjiik fel a b vektort; ekkor az a + b vektor az

a kezddpontjabol a b végpontjaba mutat.

b) paralelogramma-modszer: ha a és b nem parhuzamosak, akkor az a és b vektorokat

kozos kezdépontbol mérjiik fel, kiegészitjlik paralelogrammava; ekkor az a + b vektor

a paralelogramma ko6z6s kezd6pontbol kiindul6 4tl6 vektora.
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v v
d b da
@ L #+h
+p * e -
b
4
b 5
v
- )
'd
Tobb vektor sszeaddsanal hasznalhato a lancszabaly: - .

-

atb+c+d T

Egy a vektor és a nullvektor 6sszege az a vektorral egyenld: a+0= a.
A vektorok 0sszeadasa a szamokkal végzett 6sszeaddshoz hasonldoan kommutativ
(felcserélhetd) és asszociativ (csoportosithatd) miivelet:

atb=b+a és atb+c=(at+tb)+c=a+(b+c).

A vektorok 0sszeadasanak ellentett miivelete a vektorok kivonasa. Az a és b vektorok kii-
l6nbségét ugy képezziik, hogy kozds kezddpontbol mérjiik fel dket. A végpontjaikat 6sszeko-
t0, a végpontja felé mutatd vektor az a — b vektor. Az a — b vektort ugy is megszerkeszthet-

jiik, hogy az a vektorhoz hozzaadjuk b ellentett vektorat (— b vektort).

v (
a

a+(-b)

- b

A vektorok kivonasara a szamok kivonasahoz hasonléan nem teljesiil sem a kommutativitas,

sem az asszociativitas.

A vektorok nyujtasara €s 0sszenyomasara a szammal (skalarral) torténd szorzast hasznaljuk.
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Az abrén az a, b és ¢ vektorok kozott osszefiiggések allapithatok meg: A
e
b=-a (ellentett vektorok), irhatjuk ugy is, hogy b =—1-a; i b
c=2b, valamint

c=2(—a)=-"24a.

Tovabbi példak vektorok pr———

r 4 r s . a 1 2a
szammal val6 szorzésara: ® vagy Ja : .

a 1
— = vagy - a < |

Az a vektor k-szorosa (keR, vagyis k egy valos szam) az a vektor, amely-

nek hossza |k|-|a|, iranya pedig k>0 esetén a iranyaval megegyez6, k<0

esetén a iranyaval ellentétes. k=0 esetén nullvektort kapunk.

1-nél nagyobb abszolutértékli szammal megszorozva a vektort, a hossza ndvekszik (nyujtas).
Ha a szam abszolutértéke 0 és 1 koz¢ esik, akkor a vektort vele megszorozva a vektor hossza
csOkken (6sszenyomas). A csupan szorzotényezdjiikben kiilonbozé vektorokat egynemiieknek

tekintjiik, igy azok 6sszevonhatok: a + 2a = 3a.

A vektorok Osszeadésat és szdmmal vald szorzasat hasznaljuk vektorok sszetevokre bontéasa-
kor is. A koordinata-rendszerben kihasznaljuk a négyzetracs adta lehetdségeket, ami sokat

segit a szerkesztések alkalmaval.

Feladatok )

= 70. Mésold at a flizetedbe az abrarol a vektorokat, majd szer-
keszd meg az adott vektormiiveletek eredményét! 3 b
a)a+b; b)a—b; c)b+e¢; 1
d)a-—d; e)c—a, f) a+ 2d; v
g)b—2c¢; h) 3d —c. d c

77 71. Hatarozd meg az el6z6 feladatban szerepld a, b, ¢ és d vektorok hosszat!

Megoldas: A Pitagorasz-tétel alkalmazasaval oldjuk meg a feladatot. Az eredmények:
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la]|= /22 +5% =429 5,39 egység; | b | = V32 +5° =+/34 ~ 5,83 egység;
lc|=+3*+57 :\/3_4z5,83 egység; | d |= 2% +3° :\/Ez5,6legység.

Vektor felbontasa adott iranyla osszetevokre

Mintapéldas
Az é4bran egy lejtén nyugvo testre hatdé nehézségi

erd vektorat rajzoltuk meg. Bontsuk fel a nehézségi
erét egy lejtore merdleges és egy lejtovel parhu- F
zamos iranyu osszetevore!

Megoldas:

A keresett erdk Osszege az adott F nehézségi erd, kezdOpontjuk megegyezik F
kezsOpontjaval. Ha a paralelogramma modszer szerint 0sszegezziik a lejtére parhuzamos
¢s a lejtére merdleges erdket, akkor az Osz-
szegvektor a paralelogramma atloja.

Olyan paralelogrammat szerkesztiink tehat,
amelynek oldalai a kivant iranyokkal parhu-

zamosak, atloja pedig a megadott vektor

(szerkesztéskor F kezdd- és végpontjan ke-

resztiil a lejtdvel parhuzamost, illetve a lejtére merdleges egyeneseket huzunk, és a ke-
letkezé metszéspontok adjak az Osszetevok végpontjait) . A paralelogramma oldalainak
vektorai a és b. a az F er6 lejtore merdleges 6sszetevoje, b pedig a lejtdvel parhuzamos

Osszetevo.

A vektorok ilyen jellegli, adott irdnyokkal parhuzamos Gsszetevokre bontdsa fontos szerepet
jatszik példaul az épiiletek, tartoszerkezetek statikai megtervezésekor. A vektorok dsszeada-
saval irhat6 le az a jelenség is, hogy fékezéskor a buszban az utasok elére ddlnek. Mivel a
gyakorlati életben nagy jelentdségili a vektorok Gsszeaddsa és felbontasa, mi is megismerniink

az alkamazasukkal.
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Feladatok

=7 72. Egy csonak a partra mer6legesen indult utjara, de a
foly6 elsodorta. Az abran megrajzoltuk a csonak

sebességének vektorat. Szerkeszd meg a folyo és a

csonak partra merdleges sebességének vektorait! ,
7 folyo
f
csonak

73. Egy csonak egy erds sodrasu folyon elindul a masik part felé a folyd partjara merdle-

ges iranyban, 7 m/s sebességgel. A folyoban a viz daramlasanak a sebessége 2,5 m/s.

a) Készits abrat a feladathoz, amelyben a sebességeket a nagysagukkal aranyos hosz-

szusagu vektorokkal abrazolod!
b) Szerkeszd meg a csonak és a folyo sebességének megfeleld vektorok dsszegét!
¢) Szamitsd ki a csonak parthoz viszonyitott sebességét a vektorok felhasznalasaval!
Megoldas:
a)—b) T

/- >

c)|c|= V2,57 +7% =4/55,25 = 7,43, a csonak sebessége tehat 7,3 m/s.

T 74. Az abran egy téglara hat6 F hizéerdt abrazoltunk.

\"J

Bontsd fel az F vektort két Osszetevore: egyik le-
gyen a talajjal merdleges (emel6 erd), a masik pedig il
a talajjal parhuzamos (gyorsitd erd)! (Mindkét erd
F-hez hasonl6an a test tdmegkdzéppontjabol induljon ki.)

Megoldas:

talaj



