Matematika ,A”
10. szakiskolai évfolyam

3. modul

Masodfoku fiiggvények és egyenletek

Készitette Csakvari Agnes



Matematika ,A” — 10. szakiskolai évfolyam — 3. modul: Mésodfoku fliggvények és egyenletek Tandri Gtmutaté 2

A modul célja

A masodfoku fiiggvény tulajdonsagainak ismerete, leolvasasa grafikonrol. Képlettel megadott egysze-
rl fliggvények abrazolasa értéktablazattal ¢s transzformacioval. A fliggvény, mint modell alkalmazéasa
egyszerii problémakban, a hétkoznapi €letben. Masodfokt egyenletek, egyenldtlenségek megoldasa
grafikusan és megoldoképlettel.

Idokeret

Ajanlott 6raszdm: 16 ora, a modulban kidolgozott 6rak szdma: 10 tanora

Ajanlott korosztaly

10. szakiskolai évfolyam

Modulkapcsolodasi pontok

Tagabb kornyezetben:
Fizika, hétkdznapi szituacidk, szakmai szamitasok

Sziikebb kornyezetben:

A nevezetes azonossagok felfedeztetése. Szadmok négyzete tablazat készitése. Tablazat alapjan a leg-
egyszerlibb masodfokt fliggvény abrdzolasa koordinata-rendszerben. A masodfoku fiiggvény tulaj-
donsagainak vizsgalata.

Egyszerti masodfoku egyenletre vezetd problémak alapjan egyenlet felirdsa, majd megoldas keresése,
kovetkeztetéssel, probalgatassal, grafikus dbrazoldssal. A varhatd eredmény becslése, az eredmények
ellendrzése.

Megoldoképlet levezetése elvének megmutatidsa egyszerli esetben. A képlet megadasa. Masodfoku
egyenlet megoldasa megoldoképlet segitségével.

Széveg alapjan egyszerlibb masodfoku egyenletek felirdsa és megoldasa. A megoldas ellendrzése, a
szoba johetd megoldas kivalasztasa, a szovegnek megfelelden.

Ajanlott megel6zo tevékenységek:
Miiveletek végzése algebrai kifejezésekkel. Egy és tobbtagu algebrai (egész) kifejezések dsszeadasa,
kivonasa, szorzasa egy taguval, és kéttagt kifejezéssel. Geometriai szamitasok (teriilet, kertilet).

Ajanlott koveto tevékenységek:

Hasonldsag és alkalmazésai, hatvanyozas altalanositasa, térgeometria.
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A képességfejlesztés fokuszai

Szamolas, szamlalas, szamitas:
Adott helyhez tartozo fiiggvényértékek kiszamitasa, illetve a fliggvényértékekhez tartozé X helyek
kiszamitasa. A fiiggvényértékek kozotti relacido meghatarozasa. Racionalis szamkor bovitése.

Mennyiségi kovetkeztetés:
A fizikaban és a matematikaban el6forduld négyzetes Osszefiiggések szemléltetése értéktablazattal,
illetve grafikonon.

Becslés:
Adott fliggvényértékekhez tartozo X helyek szdmanak becslése. Masodfoku egyenlet megoldésai sza-
manak meghatarozasa.

Szoveges feladatok, metakognicio:

Az elméleti anyag csoportos feldolgozasakor a kiadott szoveg értelmezése. A valdosagbol meritett szo-
veges feladatok algebrai megfogalmazasa, az igy leirt kétvaltozds Osszefiiggések abrazolasa a koordi-
nata-rendszerben, értéktablazatban. Szoveges feladatok alapjan matematikai modellalkotas.

Rendszerezés, kombinativ gondolkodés:
A geometriai transzformaciok alkalmazésa fliggvény-transzformacioknal.

Induktiv, deduktiv kovetkeztetés:

Konkrét szamokkal illetve 0sszefliggésekkel megadott masodfoku fliggvényekrdl atlépés az altalanos
képlettel megadottakra, illetve az altalanositas utan azok konkrét alkalmazasa. Miiveleti tulajdonsagok
altalanositasa a valos szamok halmazdra, tovabba az algebrai kifejezésekre. fejlesztése: a tanult azo-
nossagok, képletek alkalmazasa.
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TAMOGATO RENDSZER

Téablazatok, grafikonok, feladatkartyak (3.1 — 3.5 kértyacsomagok), szakértdi mozaik, domino, trimind, szamologép

A TANANYAG JAVASOLT ORABEOSZTASA:

1. ora: Kéttényezds szorzatok

2. ora: Nevezetes szorzatok

3. ora: Masodfoku fiiggvény definicidja, tulajdonsagai

4. ora: A masodfoku fliggvény grafikonjanak abrazolésa fliggvénytranszformaciokkal
5. ora: Masodfoku egyenletek grafikus megoldasa

6. ora: Hianyos masodfoku egyenletek megoldasa, nevezetes azonossagok alkalmazasa
7.—8.6ra: Masodfoku egyenlet megoldoképlete

9.—-10. 6ra: Szdveges feladatok
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MODULVAZLAT

Lépések,
tevékenységek

Kiemelt készségek, képességek

Eszkoz/Feladat/
Gyiljtemény

1. Kéttényezos szorzatok

.| Mintapélddk megbeszélése

Induktiv, deduktiv kovetkeztetés, szamolas

.| Csoportmunka parokban:

A tanar minden parosnak kijeldl 2-2 példat a 2. feladatbol.

Deduktiv kovetkeztetés, szamolas

1., 2. mintapélda
1., 2. feladat

II. Nevezetes szorzatok

1. | Mintapéldak megbeszélése Induktiv, deduktiv kdvetkeztetés, szdmolas, |3. mintapélda
szamitas
2.| A 3. és 4. feladatok feldolgozhatoak parban, vagy a mellékelt Deduktiv kdvetkeztetés, szamolas, kombina- |3-6 trimino;
triminoval 3., 4. feladat

tiv gondolkodas

I1. Masodfoku fiiggvény definicioja, tulajdonsagai

A mintapélda kdzos megbeszélése utan a tanulok ismét 3 fos cso-
portokban dolgoznak.

1. | A masodfoku alapfliggvény definicigja és grafikonja Szovegeértés, szamolas, szamlalas, becslés 3.1 kartyakészlet
A tanuldk 3 f6s csoportokban dolgoznak 4 — 6. mintapélda

2.| A masodfoku alapfiiggvény tulajdonsagai Rendszerezés 7. mintapelda

3. | Fuggvényértékek kiszamitasa, értéktablazat kitoltése Szamolas 8. mintapélda

5. feladat
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IV. A masodfoku alapfiiggvény transzformaciokkal

.| A tanuldk 4 f6s csoportokban dolgoznak a szakértéi mozaikkal:
Egy csoporton beliil az egyik tanuldo a méasodfoku fliggvény tulaj-
donsagait (el6z0 oOrai ismétlés), a masik az X tengely menti eltola-
sokat, a harmadik az y tengely menti eltolasokat, a negyedik pedig
a zsugoritas/nyujtas részt kapja.

Szovegeértés, induktiv gondolkodas, rendsze-
rezés

9., 10., 11. mintapélda
3.7 szakért6i mozaik

- | Fliggvényabrazolas torpedoé jatékkal

Deduktiv, kombinativ gondolkodas, szdmla-
las

6 — 8. feladat,
3.8 torpedo jaték

- | Szoveges feladatok megoldasa

Szovegértés, kombinativ gondolkodas

9 —11. feladat

.| Mésodfoku egyenletek grafikus megoldasa

Minden csoportban osszunk ki A, B, C, D jelt kartyakat, differen-
cidlva a tanulok képességei szerint. Az azonos betiijeliiek dolgoz-
nak egyilitt, majd a tuddsukat ,,visszaviszik™ a sajat csoportjukba.

Szovegértés, becslés, szamlalas

12., 13. mintapélda
12 — 15. feladat
3.2 kartyakészlet

.| Feldarabolt négyzetek modszere.

Kombinativ gondolkodas, valdsziniiségi
szemlélet

3.3 kartyakészlet

VI. Hianyos masodfoku eg

enletek me

Mintapéldak megbeszélése utan szakértdéi mozaik

oldasa, nevezetes azonossagok alkalmazasa

Szovegértés, metakognicid, kombinativ gon-
dolkodas, szamolas, szamitas, induktiv gon-
dolkodas, rendszerezés

3.4 kartyakészlet
14 — 17. mintapélda

- | Matematikai TOTO.

Szamolas, szamitas, deduktiv gondolkodas

16. feladat
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L. | Masodfoku egyenlet megoldasa teljes négyzetté alakitassal Induktiv gondolkodas 18. mintapélda

2.| A mésodfoka egyenlet megoldoképlete Induktiv gondolkodas, rendszerezés 19. mintapélda

3. | Differencialt gyakorlas. A tanulok itt 2 f6s homogén csoportokban | Szamitas, deduktiv gondolkodas 17.,18., 19. feladat
dolgoznak, ellendrzik egymast.

4.| Doming jatek Szamitas, deduktiv gondolkodas 3.9 domino

5. | Diszkriminéns vizsgalata Valbszinliségi szemlélet, szamitas 20. feladat

VIII. Szoveges feladatok

1. | Mintapéldak megbeszélése utan szakértéi mozaik Szdvegértés, kombinativ gondolkodas, sza- | 10. mintapélda
mitas, szamolas 21 —31. feladat
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I. Kéttényezds szorzatok

Egyenletek megoldasa kozben gyakran el6fordul a zardjelfelbontas. Legtobbszor egy szam-

mal szoroztuk meg a zarojeles kifejezést.

Mintapélda;
Bontsuk fel a zargjelet!  a)3-(x +2); b)2a(a+5); c¢)—kQ@Bk—p);, d)Tm-Q2n-—>5m).
Megoldas:

a)3-(x+2)=3x+6; b)2a(a+5)=2d"+10a; c)—k(3k—p)=-3k+ kp;
d) 7m-(2n — 5m) = 14mn — 35m’.

A tovéabbiakban megnézziik, hogyan bontjuk fel a zarojelet akkor, amikor a szorzétényezok

szintén zardjeles kifejezések.

Emlékezteté: Osszeget dsszeggel ugy szorzunk, hogy az egyik dsszeg minden tagjat megszo-

rozzuk a masik 0sszeg minden tagjéval. Ha lehet, sszevonunk.
(atb)(c+d)y=ac+ad+ bc+ bd

Mintapélda,

Végezziik el a kijelolt miiveleteket!

a) (x +y)(w+2); b) 2a + 1)-(5 - a);
¢) 2k + p)-(-4p - 3); d) (5x = 2y)-(3y — 2x).
Megoldas:

a) (x +y)-(w+z) =xw+xz+yw+yz

b) Qa + 1)-(5 —a) = 2a-5 + 2a-(—a) +1-5 + 1-(—a) = 10a — 2a* + 5 —a =—2a* + 9a +5;

¢) (2k + p)-(—4p — 3) = 2k-(-4p) + 2k«(=3) + p-(-4p) + p-(-3) = —8kp — 6k — 4p” - 3p;

d) (5x — 2p)-(3y — 4x) = 5x-3y + 5x-(—4x) — 2y-3y —2y-(—4x) = 15xy — 20x” — 6)” + 8xy =
=23xy —20x* — 6° .

Modszertani ajanlas: A rovid emlékeztetd utan a tanulok 4 fos csoportokat alkotnak. El@szor

az egy csoporton beliili tanulok parokban dolgoznak. A tanar minden parosnak kijel6l 2-2
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példat a 2. feladatbol. Filizetbe vagy irdlapra felirjak a feladatokat ¢s a megoldasokat. Ha elkeé-
sziiltek, a parosok kicserélik papirjaikat, és ellendrzik a megolddsokat. Majd megbeszélik a

javitast. Végiil osztalyszinten is egyeztetik az eredményeket.

Feladatok

= 1. Parositsd 0ssze a szorzatokat a kifejezésekkel!

a) (2x + 7)-(5y - 1); i) 47 + 3xy —3x —4y;
b) Bx—-5)-2x—y); i) 10xy — 2x + 35y — 7,
¢) (y — 1)-(3x + 4y); iii) 10x* + 3y* + 1 lxy;
d) 2x +y)-(3y + 5x); iv) 6x* — 3xy — 10x + 5y.

Megoldds: ¢)—1i); a)—ii); d)—iii); b)—iv)

7 2. Végezd el a kijelolt miiveleteket! Vonj dssze, ahol lehet!
a) 2a + 1)-(3a—-2); b) (5 +3¢)-(4b + 2); ¢) 2e —3f)-(—e + 5);
d) (5g—8h)-(3h + 1); e) (2i + 5))-(3i + 4)); ) (—8k —50)-(31 + 2k);
g) (1,5m — n)-(m — 2,8n); h) —(1,20 + 0,5p)-(0,30 — p);

: (2 3 4 3
3,60 +0,87)-21r— 1,9¢); ) | Zs+2 || 2 =25 |;
1) (3,6 r-(2,1r q) J)[3s 4] (5 2sj

k) Gr - %uj@t +3u); 1) (2,6v + 5,2)(0,4x + 1,32).

Megoldas:

a) 2a+1)(Ba—2)=6a"—4a+3a—-2=6a"—a-2;

b) (5 + 3¢)-(4b +2) =20b + 10 + 12bc + 6¢;

¢) (2e — 3f)-(—e + 5) =—2¢* + 10e + 3ef — 15

d) (5g — 8h)-(3h + 1) = 15gh + 5g — 24h* — 8h;

e) (2i + 5))-(3i + 4f) = 6i* + 8ij + 15ij + 205> = 6i* + 23ij + 205> ;

f) (—8k — 51)-(31 + 2k) = 24kl — 16k* — 15 — 10kl = — 16k* — 151> — 34k,

) (1,5m — n)-(m — 2.8n) = 1,5m*> — 4,2mn — mn + 2,8n> = 1,5m* — 5,2mn + 2.8n*;

h) —(1,20 + 0,5p)-(0,30 — p) = —0,360> + 1,20p — 0,15p0 + 0,5p> ;
=-0,360" + 1,050p + 0,5p° ;

i) (3,6¢ + 0,87)-(2,1r — 1,99) = 7,56qr — 6,84¢> + 1,68+ — 1,52rq =
= 6,04qr — 6,84¢" + 1,68/ ;
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1) (2,6v+5,2y)-(0,4x + 1,3z) = 1,04vx + 3,38vz + 2,08yx + 6,76yz .
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1. Nevezetes szorzatok

Vannak olyan kéttényezOs szorzatok, ahol a tényezok megegyeznek, vagy csak egyetlen elo-
jelben kiilonboznek. Ezen szorzatokra tanultunk azonossagokat, amelyek alkalmazasa meg-

gyorsitja a feladatok megoldasat.

Nevezetes szorzatok:

1. (a +b)* =d* +2ab+ b
2.(a— b)Y =a*—2ab+ b
3.(a+b)a-b)=d"-b*

Mintapéldas
Végezziik el a kijelolt miiveleteket!

a) (2x + 5y)* ; b) Ba—7b)*; ¢) (2k + 3m)-(2k — 3m) .
Megoldas:

a) (2x + Sy)2 = (2x)* + 2:2x-5y + (Sy)2 =4x + 20xy + 25y2 ;

b) Ba — 7b)* = (3a)* — 2-3a-7b + (7b)* = 9a* — 42ab + 49b° ;

¢) 2k + 3m)-(2k — 3m) = (2k)* — (3m)* = 4k> — 9m* .

Modszertani javaslat: Triminé jaték: Alakitsunk ki 2-3 f6s csoportokat az osztdlyban. Minden
csoport kap 9 db szabalyos haromszoget. A kis haromszdgek oldalait Gsszeillesztve minden
csoport elkésziti a nagy haromszoget. Ugy kell az oldalakat sszeilleszteni, hogy az élek men-
tén a szorzatok és a nekik megfeleld kifejezések alljanak.

Aki nem szeretne trimin6zni, az megtalalja a példakat a 3.— 4. feladatokban, és feldolgozhatja

példaul paros csoportmunkaban.
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3.6 trimino

4x*-254°
(0§ - x)(vS + «};z)
S ¢
x X2 */
= e ‘\Qc" *
B\3,, W4
W2 w0
c‘;_ A" A
R NN 5 y
16/°-9 / 9x"+ 12xy +4y”
€+ e-A) L  MT+xE)
S e AL
o ™V \
o] ")C\\&QU o % @ F{@
o - £ /R = -
fx %X \;E} s’f A‘\ & 6‘;\@
U’) '\_ 7{\ L2 6 X ¥
B 2
? /S
Feladatok
== 3. Végezd el a kijelolt miiveleteket!
a) (s + 7% b) (Sk—6)*; ¢) (4f+ 3)(4f-3);
d) (b+2¢)% e) 3m —n)’; ) (g —2r)(g + 2r).

Megoldas:
a)s’+14s+49;  b)25K5 —60k+36;  ¢)16/2—9; d)b*+4bc+ 4%

e) 9m* —6mn+n>; f)q2—4r2.

T 4. Végezd el a kijelolt miiveleteket!

a) (2x + 5a)(2x — 5a); b) Bx + 2p)% ¢) (4d — 5¢)%;

d) (1,22 + 0,7W)2; e) (3,76 — 8)2; f) (%y —%vj(%y + %vj .
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Megoldas:
a) 4x’ —25a%  b)9x*+ 12xy+4y%  ¢) 16d” — 40cd + 25¢%;

d) 1,442% + 1,68wz + 0,49n%;  e) 13,69¢° — 59,2¢ + 64; 1) 215 y? —ivz .
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Ill. A masodfoku fliggvény definicidja

A masodfoku alapfuggvény definicidja és grafikonja
Modszertani megjegyzés.: A tanulok 3 fos csoportokban dolgoznak. A tanar odaadja a 3.1 kar-

tyakészletet minden csoportnak. Ezeken a 4., 5. és 6. mintapélda talalhato.

1. feladat:
Egy négyzet alaki kertet szerctnénk fivesiteni. Tudjuk,
hogy 10 dkg fiimag 16 m” teriiletre elég.
Hany dkg fiimag kell Im; 135 em; 2 m; 3 m: 3 m
20 cm; 4m; 4 m 5 dm; Sm 58 dm illetve 6 m
ali, négyzet alaku kert fiivesites¢hez?
s grafikont a négyzet alaka kert oldala és a
kert teriilete kzott kapesolatrol!

1. feladat:
Egy négyzet alaki kertet szereménk filvesiteni. Tudjuk,
hogy 10 dkg fimag 16 m” teriiletre elég.

Hiny dkg fiimag kell Im; 135 cm; 2m: 3 m: 3 m
;4 m 5 dm; 5m 58 dm illetve 6 m
Ze a1t flivesiteschez?
Készits grafikont a négyzet alaka kert oldala és a
kert teriilete kozotti kapesolatrol!

2. feladat:

Egy auto allo helyzetbél 100 km'h sebességre 12,5
misodpere alatt egyenletesen gyorsul. Hiny méterre
lesz a kiindulasi ponutol 15 20 3: 3,5; 4; 5,2, 8; 104 &
12,5 méasodperc elteltével? Abrizold grafikonon az eltelt
idd és a megtent 0t kapesolatat!

3. feladat:

Egy 15 m magas épiilet tetejérdl lehull egy cserép. Hiny
méterre van a foldiol 0.1; 0.2; 0,25; 0,5; 0,8; 1,1: 1,42
illetve 1,73 masodperc elteltével? Abrizold grafikonon
az eltelt ido és a foldtol valo tavolsag kapesolatat!

2. feladat:

Egy autd allo helyzetbél 100 km'h sebességre 12,5
masodpere alatt egyenletesen gyorsul. Hany méterre
lesz a kiinduldsi ponudl 13 2: 3; 3.5 4; 5.2; 8 104 ¢&s
12,5 masodperc elteltével? Abrizold grafikonon az eltelt
idd és a megtett 0t kapesolatat!

3. feladat:

Egy 15 m magas épiilet tetejérdl lehull egy eserép. Hiny
méterre van a foldtél 0,1; 0,2; 0.25; 0,5: 0.8; 1,1; 142
illetve 1.73 masodperc elteltével? Abrizold grafikonon
az eltelt ido és a filddl vald tivolsag kapesolatit!

g ) . ¢ ) .
A megtett utat az 5§ = !: -1° képlettel szamitjuk ki, ahol

1 ] I3 I3 ree .
A megtett utat az § = : -t* képlettel szamitjuk ki, ahol

m T .
g = 10— a graviticios gyorsulds.
s

m g ;
£ =10~ a graviticits gyorsulds.
5

A csoport tagjai hiznak egy-egy feladatot, amit megoldanak 6nalloan, vagy csoporttarsaik
segitségével. Ha készen vannak, k6zosen ellendriznek. Végiil a tanar definialja a masodfokt
alapfliggvényt és megbeszElik a fiiggvény tulajdonséagait.
Mintapéldas
Egy négyzet alaku kertet szeretnénk fiivesiteni. Tudjuk, hogy 10 dkg fiimag 16 m? teriiletre
elég.
— Hany dkg fliimag kell 1 m; 135 cm; 2 m; 3 m; 3 m 20 cm; 4 m; 4 m 5dm; 5m, 58 dm,
illetve 6 m oldalu, négyzet alaku kert fiivesitéséhez?
— Készits grafikont a négyzet alaku kert oldala és a kert teriilete kdzotti kapcsolatrol!
Megoldas:
Eldszor szdmoljuk ki a megadott oldalak alapjan a kert teriiletét, majd hatdrozzuk meg,
hogy hany dkg flimag sziikséges. A szdmolashoz végezziik el a sziikséges atvaltasokat!
135ecm=1,35m; 3m20cm=32m; 4m5dm=4,5m; 58dm=58m.
Jeloljiik a kert oldalat a-val, a teriiletét 7-vel. Ekkor T'= a’.
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Készitsiink értéktablazatot!

a(m) 1 1,35 2 3 3,2 4 4,5 5 5,8 6

T(m°) 1 1,8225 4 9 10,24 | 16 |20,25| 25 | 33,64 | 36

teriilet (m?)
, 16 .
Abrézoljuk grafikonon a tdblazat oszlopaiban taldlhato 15
o, 14
értékparokat! 13
12
1
Tudjuk, hogy 16 m* kert fiivesitéséhez 10 dkg fiimag kell, 12
8
ezért 1 m” kert fiivesitéséhez % =0,625 dkg fiimagra van ;
6
..k J4 . 5
sziikség . |
T teriiletli kert esetén 0,625 - T dkg flimag kell. :
Készitsilink értéktablazatot a flimag mennyiségének meghata- LiEq oldal(m)
0] 123456738

rozasara is!

T(m°) 1 1,8225 | 4 9 10,24 | 16 |20,25| 25 | 33,64 | 36

Fiimag

0,63 | 1,14 | 2,6 |563| 64 | 10 |12,81 1563 | 21,03 | 22,5
(dkg)

Mintapéldas

Egy auto allo helyzetb6l 100 km/h sebességre gyorsul 12,5 mdasodperc alatt egyenletesen.
Hény méterre lesz a kiindulési ponttol 1; 2; 3; 3.5; 4; 5,2; 8; 10,4; és 12,5 mésodperc eltelté-
vel? Abrazold grafikonon az eltelt id6 és a megtett it kapcsolatat!

Megoldas:

e . . Av ., iy
A megtett Ut kiszamitdsdhoz meghatarozzuk a gyorsulast az a = N képlet alapjan, ahol
¢

Av a sebességvaltozast, At az idévaltozast jelenti.
Mivel az id6 masodpercben, a sebesség km/h-ban adott, és a feladat méterben kéri a ta-
volsagokat, ezért atvaltjuk a sebességet m/s-ba.

100 kTm—wo 1000 m _100m_o, 78—

3600 s 3,6 s

, , 27,78 m
Az autd gyorsuldsa: a = ==22—.
12,5s s

1 . .
Az utataz s = Sa t* képlettel szamithatjuk ki.
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Készitsiink értéktablazatot! A megtett utat elegendd egy tizedesjegy pontosan megadni.
t(s) 1 2 3 3,5 4 52 8 10,4 | 12,5
s (m) 1,1 44 | 99 | 13,5] 17,6 | 29,75 | 70,4 | 119 | 1719

Abrazoljuk grafikonon a kapott értékparokat.
hmegtett it (m)
25
20
15

P eltelt id3 (s)

—10] 12345678 91011121314

Egy 15 m magas épiilet tetejérdl lehull egy cserép. Hany méterre van a f6ldtol 0,1; 0,2; 0,25;
0,5; 0,8; 1,1; 1,42 illetve 1,73 masodperc elteltével? Abrazold grafikonon az eltelt 1d6 ¢és a

foldtdl valo tavolsag kapcsolatat!

A megtett utat az s = % -t* képlettel szamitjuk ki, ahol g ~ IOE2 a gravitaciods gyorsulds.
s

Megjegyzés: g értéke fliggetlen a test tomegétdl €s anyagi mindségétol.

Megoldas:
A megadott képlet segitségével a tet6tol vald tavolsagot tudjuk meghatarozni. A f61dtol
valo tavolsag 15 —s.

Készitsiink értéktablazatot!

t(s) 0,1 0,2 0,25 0,5
15-0,05= | 15-0,2= 15-0,31= | 15-1,25=
15 —s (m)
=14,95 =14,8 =14,69 =13,75
t(s) 0,8 1,1 1,42 1,732
15-3,2= | 15-6,05= | 15-10,08= | 15-15=
15 -5 (m)
=11,8 =8,95 =4,92 =0

Abrazoljuk grafikonon a kapott értékparokat.
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Mavolsdg a f6ldtS] (m)
15 ® % | I 1 ! 1

o eltelt idd (s)
0] 02040608 1 12141618 2 i

Az el6z6 mintapéldédkban olyan feladatokkal taldlkoztunk, ahol a felsorolt értékek és a kere-
sett mennyiségek (oldal ¢€s teriilet, eltelt id6 és megtett Gt) kozott négyzetes dsszefiiggés van.
A grafikonok pontjait 6ssze is kothetjiik folytonos gorbével, mert minden valds szdmnak van
négyzete. Minél jobban kozelitiink egy x értékhez, a szamokhoz tartozd négyzetértékek is

annal jobban kozelitenek x* értékéhez.

Mintapélda;

Minden valos szamhoz rendeljiik hozza a négyzetét! Készitsiik el a kapott fiiggvény grafikon-
jat!

Megoldas:

Ekkor a hozzarendelési utasitas f(x)=x* alakban irhato fel.

2

x |-16/-105|-5 |—4 —% ~1/-063]0 |1 3 23] 11,3
9 4

fix)] 256 [110,25] 25 | 16 2 1 10,3969 | 0 | 1 9 419 |127,69

Mivel minden szam négyzete nemnegativ, ezért az f (x)= x” fiiggvény értékkészlete a
nemnegativ valds szamok halmaza. Ha koordinata-rendszerben dbrazoljuk az Osszes
olyan értékpart, amelynek elsd tagja egy tetszdleges valds szam, masodik tagja pedig

annak négyzete, a kdvetkezd gorbét kapjuk:
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Ennek a gérbének a neve parabola. Az 4bran lathato, hogy a méasodfoku alapfiiggvény grafi-
konja szimmetrikus az y tengelyre. A parabola szimmetriatengelyén 1évo pontjat tengelypont-

nak nevezzik.

Minden valés szamhoz hozzarendelhetjiik annak négyzetét. Az f(x) = x* hoz-
zarendelési utasitassal megadott figgvényt masodfoka alapfiggvéenynek
nevezzuk. Képe parabola.

Megjegyzés: Eddig az x - x? jelolést hasznaltuk, de napjainkban inkabb az f(x) = x *
jelolés az elterjedtebb. A tovabbiakban ez utobbi jeldlést hasznaljuk.

A masodfoku alapfuggvény tulajdonsagai

1. Monotonitas:
— Ha x <0, akkor novekvd x értékekhez csokkend fliggvényértékek tartoznak. Ezért a
fliggvény ezen a tartomanyon szigoriuan monoton csokkené.
— Ha x > 0, akkor novekvé x értékekhez ndvekvd fiiggvényértékek tartoznak. fgy a fiigg-

vényt ezen a tartomanyon szigorian monoton névekvonek nevezziik.

2. Zérushely: az értelmezési tartomanynak azon eleme, ahol a fliggvényérték 0.
Az fix) = x* fiiggvénynek az x = 0 pontban van zérushelye. Ez szemléletesen azt is jelenti,

hogy a fliggvény grafikonjanak ezen a helyen k6zds pontja van az x tengellyel.
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3. Szélsoértek:

Az f{x) = x fiiggvény a 0 helyen a 0 értéket veszi fel, az 6sszes tobbi helyen pozitiv. Ezért

az f fuggvénynek az x =0 helyen szélséértéke, nevezetesen minimuma van. (Lathato,

hogy az f fiiggvény 0-nal kisebb értékek esetén szigorian monoton csokkend, 0-nal na-

gyobb értékek esetén pedig szigoruan monoton ndvekvd.) Masképp: az f fiiggvény az ér-

telmezési tartomanyanak x = 0 helyén veszi fel a legkisebb fliggvényértékét.

Tekintsiik a g(x) =— x* fiiggvényt!

X

- 16

-10,5

-5

—4

-0,6

S

11,3

g(x)

—256

—-110,25

-25

- 16

-0,36

ol ¥

- 127,69

A g fiiggvény a 0 helyen a 0 értéket veszi fel, az 0sszes tobbi helyen negativ. Ezért a g

fliggvénynek az x = 0 helyen szélsOértéke, nevezetesen maximuma van. (Lathato, hogy

a g fliggvény nem pozitiv x-ek esetén szigorian monoton novekvd, nem negativ x-ekre

pedig szigortian monoton csdkkend.)

Masképp: a g fiiggvény az értelmezési tartomanyanak x = 0 pontjaban veszi fel a legna-

gyobb értékét.

Modszertani megjegyzés: Most a fiiggvényértékek kiszamitasanak gyakorlasa kovetkezik. A

mintapélda kozos megbeszélése utan a tanuldk ismét 3 f0s csoportokban dolgoznak. Felada-

tuk kiszamitani a fiiggvényértékeket a megadott helyeken, illetve kitolteni az értéktablazatot.

Utdna korbeadjak a fiizetiiket. El8sz0r az értéktablazat helyes kitoltését ellendrzik, majd to-
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vabbadjak és a fliggvényértékek szdmitasanak ellendrzésével folytatjak. A kovetkezd tovabb-

adaskor a fiizetek kijavitva visszakeriilnek gazdajukhoz. Ajdanlas: 5. b), c) és d).

Mintapéldag
Az f (x): 2. (x—3)2 + 2 hozzarendelési utasitas alapjan szamitsuk ki a fliggvényértékeket a

megadott helyeken: f(—0,7)=7?; f(3)=? .

—3|0‘4,3

f(=0,7)=2:(=0,7=3)*+2=2:(=3,7)>+2=2-13,69 + 2 =27,38 + 2 =29,38.

Megoldas: S &)

A tobbi fiiggvényérték kiszamitasa kevésbé részletezve:
f(3)=2(3-3)+2=2.

Az értektablazat az el6bbiekhez hasonldan kitdlthetd:

x =43 esetén f(4,3) =2+(4,3 - 3)* +2=15,38.

Az eredmény:

Feladat

77 5. Adott hozzarendelési szabaly alapjan toltsd ki az értéktablazatot, illetve a tanult jelolé-

seket hasznalva szamitsd ki a fliggvényértékeket a megadott helyeken!

- a) a(x)z —x*+3 a-1)=? a)=7?7 a@)=?
X | ~6 ‘ -5 ‘ ~2 ‘ 0 ‘ 1
a1
b) b(x)=(x+4) -3 b(=12)=72, b0,3)=? b(1)=?
x | 0 ‘ 2 ‘ 4 ‘ 4,5 ‘ 6
o |
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x ~1 ‘ 0 % ‘ 2 ‘ 4
c(x) |
d) d(x)=3(x-2) —2%}:?; d0)y=2?; d0,1)="?
X —2‘ —2 1 | 2 ‘ 5,5
3
d(x) | ‘
Megoldas:

a) a(x)=—x"+3 a-1)=2; a(2)=-1; a(4)=-13
x|—6‘—5‘—2‘0‘1
a(x)|—33‘—22‘—1‘ 3 ‘ 2

b) b(x) = (x + 4)*—3 b(-12)=4.84; 5(03)=1549; b(1)=22.
x | 0 ‘ 2 ‘ 4 ‘ 4,5 ‘ 6
b(x) | 13 ‘ 33 ‘ 61 ‘69,25‘ 97

¢) clx)=—x*-2 (- 16) = 62; c[—?j=%; c(—4)=2.

1
x ~1 0 3 2 4
cx) |-1,75| -2 —% ~1 2

d) d(x)=3(x-2) d(—zgj:% d0)=12; d(0,1)=10,83.

X 2, 1 2 5,5
3
d(x) # 48 3 0 | 36,75
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IV. A masodfoku alapfiiggvény transzformacioi

A vald életben a masodfoku alapfiiggvénnyel taldlkozunk a legritkabban, viszont annak
transzformaltjaval annal gyakrabban, mint azt az el6z6 harom mintapéldaban is lattuk. Most
megnézziik, hogy a kiilonb6zd transzforméciok hogyan befolyasoljak az alapfiiggvény grafi-
konjat.

Modszertani megjegyzés: A tanulok 4 f0s csoportokban dolgoznak. A tanér kiosztja minden
csoportnak a 2. szakértdi mozaikot (masodfoku fiiggvények tulajdonsagai, valamint a 6.— 8.
mintapéldak). Egy csoporton beliil az egyik tanul6 a masodfoku fiiggvény tulajdonsagait (elo-
z0 Orai ismétlés), a masik az x tengely menti eltolasokat, a 3. az y tengely menti eltolasokat, a
4. pedig a zsugoritas/nyjtas részt kapja.

Az osztalyon beliil, akik ugyanazt a témat kaptak, kozos asztalhoz iilnek. Megbeszélik az
anyagot, és vazlatot készitenek a fiizetilkbe. Ha elkésziiltek, visszamennek a csoportjukhoz.
Mindenki elmagyarazza a sajat részét a tobbieknek. Végiil tanari irdnyitassal osszefoglalnak,

¢s pontositjak a vazlatokat.

Mintapéldag

Abrazoljuk kozos koordinata-rendszerben, illetve értéktablazattal az flx) =x7, a g(x) =x"—3
illetve h(x) = x* + 2 fiiggvények grafikonjait!

Megoldas:

Az dbrazolashoz felhasznalhatjuk az elkészitett értéktablazatot.

-3 10 1/234-*‘
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Osszehasonlitjuk a megfeleld fiiggvényértékeket:
X -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

gx) | 13 6 1 [ -2 =3[ -21]1 6 | 13
x| 18 | 11 6 3 2 3 6 | 11 | 18

Ha az f fiiggvény értékeibdl 3-at vonunk ki, akkor a g fliggvény értékeit kapjuk meg, ha
pedig 2-t adunk hozza, akkor a 4 fiiggvény lesz az eredmény. Ez egyben a grafikon y

tengely menti eltoldsat is jelent — 3 illetve +2 egységgel.

Altalanossagban: a g(x) =x> + v (., 0-0l kiilonbdz6, tetszbleges valos szam) fiiggvény grafi-
konjat az f{x) = x* fiiggvény grafikonjabol ugy kapjuk, hogy f grafikonjat eltoljuk az y tengely

mentén | v | egységgel v < 0 esetén lefelé, v > 0 esetén felfelé.

Mintapéldaio

Abrazoljuk kozos koordindta-rendszerben illetve értéktablazattal az f(x)=x", a

g(x) = (x + 1)2 , illetve a h(x) = (x - 2)2 fiiggvények grafikonjait!
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Megoldas:

Az abréazolashoz felhasznalhatjuk az elkészitett értéktablazatot.

EEREL
Osszehasonlitjuk a megfeleld fiiggvényértékeket:
x -4 | -3 | =21 -1 0 1 2 3 4
S| 16 9 4 | 0 1 4 9 16

gx)| 9 4 1 0 1 -+ 9 16 25

X -4 | -3 | -2 -1 0 1 2 3 4
Jx) | 16 9 4 1 0 ] o+ 9 16
h(x)| 36 25 16 9 < | I 0 ] .

Az értéktablazatbol lathatd, hogy a g fiiggvény az értékeit 1 egységgel korabban veszi fel,
mint az f fliggvény. Ez azt jelenti, hogy a g fliggvény grafikonjat gy kapjuk meg az f fligg-
vény grafikonjabol, hogy azt eltoljuk az x tengely mentén — 1 egységgel, masképp fogalmazva
negativ iranyba 1 egységgel.

A h fiiggvény az értékeit 2 egységgel késdbb veszi fel, mint az f fiiggvény. A & fliggvény gra-
fikonjat pedig az f fliggvény grafikonjanak x tengely menti 2 egységgel, pozitiv irdnyba torté-

no eltolasaval kapjuk meg.
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Altaldnossagban: a g(x) = (x + u)* (,,u” 0-t0] kiilonboz6 tetszbleges valds szam) fiiggvény gra-

fikonjat az f (x) = x* fiiggvény grafikonjabol ugy kapjuk, hogy f grafikonjat eltoljuk az x ten-
gely mentén | u | egységgel ,,u” eldjelével ellentétes irdnyba: u < 0 esetén pozitiv, u > 0 esetén

negativ iranyba.

Mi ntapéldall
Abréazoljuk kozos koordinata-rendszerben a kovetkezd fiiggvények grafikonjait!

fx)= X% gx)=3 X% h(x) Z—%xz .

Megoldas:

—_ M W B th O =] oo WO =
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Az ffiiggvény értékeit 3-mal szorozva a g fiiggvény megfeleld értékeit, mig —% -del szorozva

a h fliggvény megfeleld értékeit kapjuk meg.

Altalanosan a fiiggvény az f{x) = a x* hozzarendelési utasitassal adhaté meg, ahol a # 0 valos
szamot jelol.
Szemléletesen: ha az ,,a” szorzotényezo

e 0¢és 1 kozott van, akkor a masodfoku fliggvény grafikonja ,,szétnyilik™.

e [-nél nagyobb, akkor a grafikon ,,szlikiil”.

e negativ, akkor a grafikont az x tengelyre is tiikrozziik.

Megjegyzés: Hozzarendelési utasitas alapjan torténd grafikon rajzolasanal segithet, ha a felfe-
1é nyil6é parabolat mosolygos parabolanak hivjuk, a lefelé nyilot pedig szomora parabolanak.
Ezaltal gyerekek altaldban konnyebben megjegyzik az elnevezés és a foegyiitthaté kozotti
Osszefliggést: pozitiv féegyiitthatd esetén mosolygds a parabola, negativ esetén pedig szomo-

ra.

Modszertani megjegyzés a 2. — 4. feladatokhoz:
3. 8 Torpedojaték.

A tanulok 4 f6s csoportokban dolgoznak. A tanar kivalaszt a 2. — 4. fel- u

ol |

adatok koziil nyolcat (személyenként kettdt). A csoportok legjobb tuda- m d
suk szerint megoldjdk a tandr altal kijeldlt példakat. Minden j6 megolda- I -
sért adjunk 5 torpedot. Ezek utan 6sszegezziik, hogy melyik csoport hany 16véssel rendelke-
zik. A jatékban a csoportok egy-egy hadiflottanak a parancsnokai; céljuk az ellenfél flottdja-
nak elsiillyesztése. Az els6 teendd a flotta elhelyezése a bal oldali 10x10-es tablan ugy, hogy
a tobbi csoport ne lathassa. Minden csoportnak 3 db 1-mezds, 2 db 2-mezds, 1-1 db 3,4 és 5
mezd nagysagh hajoja van. Ugyeljiink arra, hogy az elhelyezett hajok ne érintsék egymast. Ha
az 0sszes csoport minden hajojat elhelyezte, megkezdddik a tényleges jaték. BeszEljiik meg,
hogy melyik csoportnak melyik az ellenfele, majd kezdddhet az iitkozet. A csoportok felvalt-

va inditjak a torpedoikat, és bemondjak az éppen célzott mezdt (pl. C2). Valaszul az ellenfél

bemondja, hogy sikeres volt-e a taldlat (pl.: nem taldlt, talalt, siillyedt). A jobb oldali tdblan
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jelolhetik a csoportok az ellenfél flottajanak elhelyezkedését. A jaték nyertese az a csoport,

aki elébb 16vi ki az ellenfél 6sszes hajojat.

A BCDETFGHTIJ A BCDETFGHTI

C=T- -IC - R IR —S FY R
E=T- I B T IR R P

-
=
—_

A B CDETFGHTIJ A BCDETFGHTI1

C=TNN- - B Y I S P R
E=TN- - B Y I P L

=
-
=

Feladatok:

— 6. Abréazold koordinata-rendszerben az alabbi fiiggvényeket!

D=2+ b W=r-3% )=+ S5
DD=0-3% of=24 DAY =—§x2 .

Megoldasi utmutato: Ezek a fliggvények elemi transzformaciokkal dbrazolhatok.

™7 7. Abréazold koordinata-rendszerben az alabbi fiiggvényeket!

a) ) =(x+37+2;  b)fx)=2(x—5)% ¢) flx) = (x +3)° = 5;
d) flx) = 2x* - 6; e)f(x)=—%(x+6)2; f) flx) = —% X+ 1.

Megoldasi utmutato: Ezek a fliggvények elemi transzformaciokkal dbrazolhatok.

8. Abrazold koordinata-rendszerben a kovetkezd fiiggvényeket!
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W) =30 +37+2 b)) i(x EECERT

O fx)=-2x+27°-3;  d)fix) =—%(x—3)2 1.

Megoldasi utmutato: Ezek a fliggvények elemi transzformaciokkal dbrazolhatok.

Modszertani megjegyzés: A kovetkezd feladatokat a jobb képességii tanulok szamara ajanljuk.
T 9. Egy 4 m széles, 3 m magas kamion szeretne 4thajtani az alagtton, mégpedig az autoat

kozepén haladva. Az alagat forméja koveti az f(x) =%x2+ 4 masodfoku fiiggvény

grafikonjat, ha az egység mindkét koordinata-tengelyen 1-1 méter. At tud-e menni a
kamion az alaguton?
Megoldas: T T T T 17
Az alaglit 4 méteres belmagassaga miatt elképzelhetd,

hogy a kamion at tudna menni. Az a kérdés, hogy a

sz¢lei 1s beférnek-e az alagutba. Mivel mind a kamion,
mind az alagit szimmetrikus, igy elegendd, ha a kami-

on sz¢lességét megfelezve csak a +2 helyen szamoljuk

) 1 )
ki az f{x)=— Exz +4 fiiggvény helyettesitési értékét.

f(2):—%~22+4:—2+4:2.

Mivel a kapott fiiggvényérték kisebb, mint a kamion magassaga, ezért az nem tud at-

menni az alagiton.

=7 10. Egy tengerjar6 hajo at szeretne kelni egy szoroson. A hajé 7 méterre siillyed a tenger

szintje al, a szélessége pedig 10 m a tengerszinten. At tud-e kelni a hajé a szoroson,

: 1 :
ha a tengerszoros medrének ive kdveti az fix) = Exz— 8 fliggvény grafikonjat, és az

¥

egység mindkét koordinata-tengelyen 1—1 méter?
Megoldas:

Mivel a haj6 alja mindéssze 7 méterrel van a viz alatt, igy

a szoros 8 méteres mélysége miatt biztosan 4t tudna kelni.
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Az a kérdés, hogy a szoros elég széles-e ahhoz, hogy a haj6 atférjen rajta.

Mivel a hajo és a szoros elhelyezkedése egyarant tengelyesen szimmetrikus, igy elegen-
d6 csak a fél tavolsagokat vizsgalnunk. A hajo esetén ez 5 métert jelent. Ha a szorost
jelképezo fiiggvény értéke az x=5 helyen negativ, akkor a hajo at tud kelni rajta. Ha nul-
laval egyenld vagy pozitiv, akkor nem.

5= % 5 -8 = 25 —% = % > (. Tehat a hajo nem tud atkelni a szoroson.

2

T 11. Egy miiugré bajnok 10 m magasbol ugrik a vizbe. Hany masodperce van a gyakorlata

végrehajtasara, mieldtt beleesne a vizbe? (s = % -t*, ahol g=9,81 m/s>.)

Megoldas:

A s (m)

11

10

9

8

7

6

5

4

3

2

l ] }
1 (sec)

0 02 04 06 08 1 12 14 1,6 1.8

Itt szintén azokat a helyeket kell megkeresni, ahol a fliggvény felveszi a 10 értéket.
A zérojelben megadott képlet alapjan s =10;7="?

Ezeket behelyettesitve kapjuk: 10 = % -1’

2,04=2) H=VE0
’ 1, = —+/2,04

Mivel eltelt id6rdl van sz6, igy a negativ érték nem megoldés. Tehat a mitugronak 1,43

masodperce van, hogy elvégezze a gyakorlatat.
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V. Masodfokii egyenletek és grafikus megoldasuk

Mintapélda;»

Péter a lakdsaban a nagyobbik szobdjanak padldjat padloszonyeggel szeretné lefedni. Viszont
elfelejtette a szoba méreteit. Csak arra emlékszik, hogy a szoba hossza 2 méterrel nagyobb,
mint a szélessége, ¢és a szoba teriilete 15 m’>. Mekkorak az oldalai?

Megoldas:

A szoba x méter széles, €s x + 2 méter hosszu. A teriilete x(x +2), «x

ami 15 (m?).

x(x+2)=15 X+2

A zérojelfelbontas utan kapjuk: x* + 2x = 15.

Egy masodfoku egyenletet kaptunk, mert az ismeretlen masodik hatvadnyon is szerepel
benne.
Feltehetjiik ugy is a feladatban szerepld kérdést, hogy melyik az a két szam, amelynek
kiilonbsége 2, és szorzata 15. Bontsuk kéttényezds szorzatokra a 15-6t!

15=1-15=3-5

Hamar megkapjuk a megoldést, ami 3 és 5. A szoba 5 méter hosszl és 3 méter sz¢€les.

Talalgatas kozben feltételeztiik, hogy a szoba hossza egész szam, és a megoldasnak csak

pozitiv szadm esetén van értelme.
Most fogalmazzuk meg mésképp a problémat!

Mintapélda;s
Keressiik azokat a szamokat, amelyek kiilonbsége 2, és szorzatuk 15.
Megoldas:
Az eldz6 feladat alapjan a megoldando egyenlet:
x(x+2)=15 = X +2x=15
Ezuttal x tetszOleges valos szam lehet. A taldlgatas hosszadalmas lenne, és nem biztos,
hogy minden megoldast megtalalndnk. Mas modszerre lenne sziikség. Probaljuk meg

grafikusan megoldani!
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Grafikus megoldaskor fiiggvényeket képeziink, €s azok grafikonjat készitjiik el. Kiilon

az x° fiiggvényt mar tudjuk abrazolni, és a linearis fiiggvény abrazolasa sem okozhat

problémat. Ezért rendezziik at az egyenletet x* = — 2x + 15 alakra.

Ekkor az egyik dbrazolandé fiiggvény az f{x) = x*, a masik pedig a g(x) = — 2x + 15.

.‘.

oD

-5 -3 - 123456?\8\"

Olvassuk le az x tengelyrdl a metszéspontok helyét!

A két megoldas: x; =3;x,=-15

Modszertani megjegyzés: Minden csoportba osszunk ki A, B, C, D jeli kartyakat, differenci-

alva a tanulok képességei szerint! A csoportok kapjanak sorszamokat is. Szétvalnak a csopor-

tok az A, B, C, D jelek szerint, az azonos betlisok dolgoznak most egyiitt.

3.2 kartyakészlet

1 2134 A B C D
5 6|78 | A|B C|D
A|B C D

A

B

C

D

A tanar a 12., 13., 14. és 15. feladatokbodl kijeldl egyet-egyet. Ha elkésziiltek a csoportok,

mindenki visszamegy a sajat csoportjaba, és a tobbieknek elmondja feladatdnak a megoldésat.

Tanari Gtmutatd
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A csoporton beliil 6sszekeverik az A, B, C, D jelu kartyakat, mindenki htiz egyet. A feladat

megoldasat az ismerteti a tablanal, akinek a csoportszamat €s betiijelét kihizza a tanar.
Feladatok:
,»A” jeltiek feladata:

== 12. Oldd meg grafikusan a kovetkezd egyenleteket!

a)x’ —2x=0; b)x*—9=0; ¢) (x—3)*=0;
d)-2(x+1)y*=0; e)x'=—1; f)3=—(x+2)~
Megoldas:

Az egyenletek jobb, illetve bal oldalat egy-egy fiiggvény hozzarendelési utasitasanak te-
kintjiik. Az igy kapott fliggvények elemi fliggvénytranszformaciokkal abrazolhatok. A
grafikonrdl a megoldasok leolvashatok:

aA)x;=0;x=2; b)x;=3;x,=-3; c¢)x=3; d)x=-1; e)nincs megoldas;

f) nincs megoldas.

,B” jeltiek feladata.

= 13.0ldd meg grafikusan a kovetkezd egyenleteket!

a)x’+2x+1=0; b) (x + 2)* = 4x; Ox—2x+1=1;
d) x> =4x - 3; e)x’+1=—4x-3; f) x* —x =6.
Megoldas:

Az egyenletek jobb illetve bal oldalat egy-egy fiiggvény hozzarendelési utasitasdnak te-
kintsiik. A c), e) és f) feladatokban az alabbi atalakitasok végezhetdk el:

a) (xt1)2=0; ¢)x*-2x=0; e)xX’=-4x-4; fHx*=x+6.

Az igy kapott fiiggvények elemi fliggvénytranszformaciokkal abrazolhatok. A grafikon-
r6l a megoldasok leolvashatok:

a)x=—1; b)nincs megoldds; ¢c)x;=0;x=2; d)x;=1;x=3;

e)x=-2; Hx=3;x=-2.

,»C” jeliiek feladata:

T 14.01dd meg grafikusan a kdvetkezd egyenleteket!
a)x’—x+1=0; b)(x—3) +2=x+1; o)x*+l==x"+1;

d) (x + D> =—(x + 1)*; e) (x+ 1) ==+ 1; H-(x+1)7=x*+1.
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Megoldas:
Eljarhatunk az 1. feladatban ismertetett mddon, vagy elvégezhetjiik a kijelolt miiveleteket.
Ez utdbbi esetben az egyenletek a kdvetkezoképpen alakulnak:
a) valtozatlan marad; b) ¥ —Tx+10= 0; ¢ 2% = 0, = X = 0;
d)2(x+1)*=0; = (x+1)’=0; e)2x*+2x=0;=x"+x=0;
H-2x*-2x2=0=>x>+x+1=0.
A megoldasok: a)nincs megoldas; b)x;=5;x=2; c¢)x=0;d)x=-1;

e)x1=0;x=—1; f) nincs megoldas.

,D” jeliiek feladata:

15. Oldd meg grafikusan a kovetkez6 egyenleteket. A d), e) és f) feladatokban allapitsd

meg, melyik két egész szam kozé esik a megoldas!

a)(x—1)(x+2)=0; b)x(x+2)=0; )2(x+3)(x-3)=0;
2 1 1_ ) 2 _n. 2 -
d) x*—=x—-——=0; e) x —5=0; f) 10x"—3x—-1=0.
2 2
Megoldas:

Az a), b) és c) feladatban elvégezziik a kijelolt miiveleteket:

X +x—2=0; b)xX+2x=0; c)2x*-18=0=x"-9=0.

A megoldasok: a)x;=1;x=-2; b)x;=0;x=-2; ¢)x1=3;x=-3;
dxie-10xx=1; e)x1€(2;3);xe(-3;-2); f)x; € (0; 1); x, € (— 15 0).

Modszertani megjegyzés: Feldarabolt négyzetek modszere.

A tanulok tovabbra is 4 f6s csoportokban dolgoznak. A tanar minden asztalra kiteszi 0sszeke-
verve a 16 db kartyabol allo 3.3 kdrtyakészletet. A tanulok maradéktalanul szétosztjak egy-
mas kozott a paklit. Feladatuk az osszetartozd négyesek megkeresése. A kartyaikat nem mu-
tathatjadk meg egymasnak. Egymassal nem beszélhetnek, nem nyulhatnak at a masikhoz. A
felesleges kartyat az asztal kozepére tehetik ki, €s onnan is vehetik el, ha sziikséges.
Osszetartozo6 négyest alkotnak az egyenletet, a neki megfeleld grafikont, a megoldasok szamat

¢s a megoldasokat tartalmazo kartyak.
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3.3 kartyakészlet
¥-2x-3=0 X +ax+4=0
2 megoldas |x,=-1;x,=3 1 megoldas x=-2
¥-éx+8=0 i/ Y3 +d=0
2 megoldas | x,=2;x,=4 0 megoldas nin?s ily,en
valos szam
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V1. Hidnyos masodfoku egyenletek megoldasa

nevezetes azonossagok alkalmazasaval

A grafikus megoldas kapcsan tobbfajta masodfoku egyenlettel is talalkoztunk. Altalanossag-

ban véve:

Az ax® + bx + ¢ = 0 alaku egyenleteket masodfoki egyenleteknek nevezziik, ahol a, b
¢s ¢ tetszOleges valds szamok, és a # 0.

Amikor kis szdmokkal dolgozunk, vagy a megoldasok kdnnyen és pontosan leolvashatok a
grafikonrol, akkor a megfeleld grafikonok elkészitésével konnyen megkapjuk a megoldaso-
kat. A grafikus megoldas szemléletesen megmutatja a megoldasok szamat.

A 11. feladatban viszont elsdsorban olyan példakat lathatunk, amelyeket algebrai Giton kony-
nyebb megoldani. Az algebrai megoldas a négy alapmiivelet (6sszeadas, kivonas, szorzas,
osztas) és a gyokvonas megfelelé sorrendben torténd alkalmazasat jelenti. Altala tetszéleges
egyenlet pontos megoldasat kapjuk meg.

Ahogy a cim is jelzi, egyeldre csak egyszerlibb egyenletekkel foglalkozunk. Olyanokkal,
amelyekbdl vagy az elséfoku x-es tag, vagy a konstans tényezd hianyzik, illetve valamilyen
nevezetes azonossag alkalmazasaval szinte azonnal megkapjuk a megoldast.

Az elébbieket hianyos masodfoku egyenleteknek nevezziik.

Az ax® + ¢ =0, illetve az ax* + bx = 0 alaku egyenleteket hidnyos masodfokii egyenle-
teknek nevezziik, ahol a, b és c tetszdleges valds szamok, és a # 0.

Modszertani megjegyzés: Szakértdi mozaik

A tanulok 4 f8s csoportokat alkotnak. Egy csoporton beliil mindenki kap egy szdmot a 3.4
kartyakészletbol. Akik ugyanazt a sorszdmot kaptak, csoportjukbdl kivalva kozos asztalhoz
iilnek, és megbeszElik az adott sorszdmu mintapélda megoldasat. Ha végeztek, visszaiilnek a

csoportjukhoz, és elmagyardzzak a tobbieknek a feladatuk megoldasat.
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3.4 kartyakészlet

p—

(\O R \O N S )
(S

~ = b

Eldszor egy olyan hidnyos masodfokt egyenletet oldunk meg, amelybdl az elséfoku tag hi-

anyzik.

I\/Iintapéldam

Oldjuk meg 2x”* — 6 = 0 egyenletet a valos szamok halmazan!

Megoldas:

A megoldando egyenlet: 26— 6=0 ax’* +c¢=0

Az egyenletet atrendezve kapjuk: 2%° =6 ax*=—c

Mindkét oldalt elosztjuk x* oy o__c

egylitthatdjaval: a

e |c

. _ x, =3 ~173 17\ "¢

Vonjunk gy6kot mindkét oldalbol!

X, =—+3~-173 c
Xy =— -

A jobb oldali levezetésbdl a megoldasok szama is leolvashato:

e ha-S>0 , akkor az egyenletnek két megoldasa van.
a

e ha c =0, akkor az egyenletnek 1 megoldasa van, mégpedig az x = 0.

c : . . . ;
e ha ——<0, akkor az egyenletnek nincs megoldasa, mivel nincs olyan szam,
a

amelynek a négyzete negativ.

A kovetkez6 mintapéldaban egy olyan hidnyos masodfoku egyenlettel talalkozunk, amelybdl

a konstans tag hianyzik.
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Mintapéldais

Oldjuk meg az %xz +3x =0 egyenletet a valds szamok halmazan!

Megoldas:

1

A megoldando egyenlet: Exz +3x=0 ax’ +bx=0

) . 1

Emeljiik ki x-et! X(Ex + 3] =0 x(ax+b)=0

Egy szorzat értéke akkor €s csak akkor 0, ha valamelyik tényezdje 0.

Els6 tényezo értéke O: x;=0 x;=0

+b=0

%x +3=0 “

Masodik tényezd értéke 0:
X2 = ——
Xy = — 6

A jobb oldali levezetésbol a megoldasok szdma is leolvashato:

e ha b =0, akkor egyetlen megoldas van, mégpedig az x = 0.

e kiilonben mindig két megoldas van: x; = 0; x, = —é.
a

A 16. mintapélda olyan masodfokt egyenletet tartalmaz, amelynek megoldasat az teszi egy-

szer(ivé, hogy a kifejezés felirhato két tényezd kiillonbségének (6sszegének) négyzeteként.

Mintapéldaie

Oldjuk meg x* — 6x + 9 = 0 egyenletet a valos szamok halmazan!

Megoldas:
A megoldando egyenlet: X —6x+9=0 X H2kx+k=0,keR
[rjuk fel a kifejezést két tényezd
osszegének / killsnbségének (x-3)*=0 x+k?=0
négyzeteként!
A megoldas: x=3 x=—k

Lathato, hogy az ilyen tipusu egyenleteknek mindig pontosan egy megoldasuk van.

A 17. mintapéldaban olyan specidlis hidnyos masodfoku egyenlettel taldlkozunk, amelyet
kétféleképpen is megoldhatunk. Egyik megolddssal mar talalkoztunk az elsé mintapéldaban, a

masik megoldast az (a + b)(a — b) = o> — b* azonossag alkalmazasa adja.
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Mintapélda; -

Oldjuk meg a 3x* — 27 = 0 egyenletet a valés szamok halmazan!

Megoldas:
A megoldandé egyenlet: 3x*=27=0 ax*—c¢=0
Az egyenlet mindkét oldalat el-
o _ ¥-9=0 x2-£=0
osztjuk x” egyiitthatdjaval. a

Alkalmazzuk az (a + b)(a — b) = ¢ c
s x+3)(x-3)=0 X+,— [ x—4—|=0
a”— b” azonossagot! a a

Egy szorzat értéke akkor és csak akkor 0, ha valamelyik tényezdje 0.

4320 X+ » 0
Els6 tényezd értéke 0:
x=-3 J?
X=——
a
—]%=0

Masodik tényezo értéke 0:

A jobb oldali levezetésbdl a megoldasok szama is leolvashato:

o haf> 0, akkor az egyenletnek két megoldasa van.
a

e hac=0, akkor az egyenletnek 1 megoldasa van, mégpedig az x = 0.

c . . . . ;
e ha — <0, akkor az egyenletnek nincs megoldasa, mivel nincs olyan szam, amely-
a

nek a négyzete negativ.

Mbdszertani megjegyzés: Matematikai TOTO. Minden tanuld egyediil dolgozik a feladato-
kon. Ha letelt az 1dd, vagy elkésziiltek a tanulok, akkor mindenki atadja a padtarsanak a fiize-
tét, aki a feladatok megbeszélése alapjan kijavitia a TOTO-t. A hibatlan kitoltéket megjutal-

mazhatjuk.

Feladatok:

— 16. Toltsd ki a kovetkezd TOTO szelvényt!
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Egyenletek A B C
1 1-x*=0 x=1 nincs megoldasa | x;=1;x,=-1
2 22+ 6=0 x=-3 nincs megoldasa | x; =3;x,=-3
) 3
3 14x°-21x=0 x1=0;x,=7 XIZO;)Q:E X1=2;x%=3
4 X*+10x+25=0 nincs megoldasa x=-5 x=5
5 233 +5x=0 x1=0;x==-25| x1=2;x,=5 x=0
6 x+3)x-8)=0 x1=3;%=-8 | i==-3;%=8 |x1==-3;x=-8
Xlz\/z;
7 | c=v2)x+4/2)=0 x=2 x=-2
x2=—\/5
8 x2+x+0,25=0 nincs megoldasa x=1 x=-0,5
9 4% 12x+9=0 X1 =2;x=-—3 | nincs megoldasa x=1,5
5
x1=0,6; X1= 23
5 3 .X1:3;
10 25x°-9=0 3
X2 = —— x=-3
5 X2 = ——
5
11 —2x(5x+3)=0 x1=2;x%=-3 |x1=0;x,=-0,6 X1:0;X2:—§
X1 = L.
1= —F—=>»
, V2 |
12 x —5 =0 x=0,5 | nincs megoldasa
X = ——
V2
5 2
13 (gx—l} =0 x=1 x1=l;x,=-1,6 x=1,6
4 , 3 ) ,
+1 —x"——x+1=0 xX=—= nincs megoldasa | x, =—; x, =——;
9 2 3 3
Megoldas:
1-C; 2-B; 3-B; 4-B; 5-A; 6-B; 7-A; 8-C;
10-A; 11-B; 12-B; 13-C; +1-A.




Matematika ,A” — 10. szakiskolai évfolyam Tanari Gtmutaté 40

VII. Masodfoki egyenletek megoldasa

Kiilonb6z6 hétkoznapi problémak kapcsan taldlkoztunk masodfoku egyenletekkel. Megpro-
baltuk megoldani 6ket korabbi ismereteink alapjan. Kezdtiik talalgatassal, de rdjottiink, hogy
ez csak specidlis esetekben miikddik, és nem biztos, hogy mindegyik megoldast megkapjuk
vele. Folytattuk grafikusan, de ott, ha nem egész szadm az eredmény, vagy tul nagy szamokkal
dolgozunk, szintén nem kapunk pontos megoldast. Igy az algebrai utat valasztottuk. Lattuk,
hogyha az egyenlet specialis alaku, akkor hatékony eszkdzeink vannak a megoldédsara. De

még mindig kérdés, hogyan oldhatunk meg egy teljesen altalanos masodfoku egyenletet.

Masodfoku egyenlet megoldasa teljes négyzetté alaki-

tassal

Korabban lattuk, hogy ha az egyenlet 0-ra rendezett alakban felirhato két kifejezés négyzeté-
nek kiilsnbségeként, akkor alkalmazva az a’ — b* = (a + b)(a — b) azonossagot, maris adodik a
megoldas. A négyzetes tagok felirasahoz pedig hasznalhatjuk az (a + b)> = a*+ 2ab + b* azo-
nossagot.

Alkalmazzuk meglévd ismereteinket!

Mintapéldais

Oldjuk meg az x* + 8x — 33 = 0 egyenletet a valds szamok halmazan!

Megoldas:
Célunk felirni az egyenlet bal oldalat két kifejezés négyzetének kiilonbségeként.
Az x* + 8x lehetne egy kéttagu kifejezés négyzetének elsé két tagja is:

Az (a + by = d* + 2ab + b* azonossagbol az a* + 2ab ismert. Most a* = x* -nek és
2ab = 8x -nek felel meg. Az elsdbdl adodik, hogy az a = x; a masodikbdl pedig (mi-
vel a értékét mar ismerjiik) kapjuk, hogy a b = 4.

gy megkaptuk az a-t és a b-t. Nézziik meg, mivel egyenld sszegiik négyzete!

(x+4)y=x*+8x+16
A fenti egyenletben irjunk x* + 8x helyébe (x + 4)* -t! Ekkor az egyenlet bal oldalat
megndveltiik 16-tal, hiszen x* + 8x helyébe x* + 8x + 16 -ot irtunk. Hogy ne boruljon fel
az egyenldség, vonjunk ki a bal oldalbdl 16-ot. (A kifejezés legvégén all6 — 33-hoz nem
nyulunk hozz4.) Tehat

(x+4)-16-33=0,
ebbdl (x + 4)* — 49 = 0. Ez nem mas, mint (x +4)*—7%=0.
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Sikeriilt a célnak megfelelden atalakitani az egyenletet. Most mar alkalmazhat6 az azo-
nossag:
x+4+7x+4-7)=0,
ebbdl (x + 11)(x —3)=0.
Egy szorzat értéke akkor és csak akkor 0, ha valamelyik tényezdjének értéke 0. Ezért
hax+11=0, akkorx; =-11;
ha x -3 =0, akkor x, = 3.

Vagyis a masodfoku egyenletiinknek két megoldasa van: x; =— 11 és x, = 3.

Ellendrizziik, hogy a kapott értékek valoban az egyenlet megoldasai-e!
x;=— 11 esetben: (— 11)* + 8-(— 11) =33 =121 — 88 — 33 = 0;

x> =3 esetben 3> +83-33=9+24-33=0.

A masodfoku egyenlet megoldoképlete

Az fenti eljaras kicsit hosszadalmas, de majd talalkozunk olyan problémakkal, amikhez ezzel
kapjuk meg leggyorsabban a megoldast.

Ezt az eljarast altalanositottak az ax” + bx + ¢ = 0 alakil egyenletre, melyben a, b, ¢ tetszéle-

ges valos paraméterek, és a # 0. Bebizonyithato, hogy az egyenlet megoldésait az

B —b++b* —4dac S

2a
_ —b—~/b*> —4ac

2a

Xy

X,

képletek adjak. A két képletet dssze is vonhatjuk:

A masodfoku egyenlet megolddoképlete:

—bir\/b2 —4ac

X2 =
’ 2a
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A megoldoképlet segitségével csupan az egyiitthatok behelyettesitésével megkapjuk az
egyenlet gyokeit, ha azok l1éteznek.
A megoldasok szama, illetve létezése nyilvanvaldan attol fliigg, hogy milyen eldjelti szam all a

szamlaloban a gyokjel alatt.

A gyokjel alatti kifejezést nevezziik az egyenlet diszkriminanséanak. Jele: D
D = b*— dac

Ha D > 0, akkor két megoldas van.

Ha D =0, akkor egy megoldas van.

Ha D < 0, akkor pedig nincs megoldas.

Mintapéldaig
Oldjuk meg megoldoképlet hasznalataval a 3x* + 7x — 5 = 0 egyenletet!
Megoldas:
Megjegyzés: Ha az egyenlet nem ax” + bx + ¢ = 0 alaku, akkor elsé 1épésként ilyen alak-
ra hozzuk. Allapitsuk meg a, b, és ¢ értékeit!
a =3, mert x* szorzotényezdje 3; b = 7, mert x szorzdtényezdje +7;
¢ =—5, mert a konstans tag — 5 (a paraméterek megallapitasakor figyelembe vesz-
sziik a szam elotti miiveleti jelet is).

Helyettesitsiink be a képletbe!

—7J_r\/72 —4-3-(=5) —7£J49+60 -7£+109 -7+10,44

2 = 2.3 6 6 6
ebbsl x| = % = 0,5733;
Xy = —721044 5 9067
6

Visszahelyettesitéssel ellendrizziik a megoldasokat!

Ha x; = 0,5733, akkor 3-0,5733% + 7-0,5733 — 5 = — 0,00088;

ha x, = —2,9067, akkor 3+(-2,9067)* + 7-(2,9067) — 5 = — 0,000185.
Mivel a gyokvonas eredménye egy végtelen, altaldban nem szakaszos tizedestort, ezért
az egyenlet két megoldasa csak kozelitd érték. Ezeket a kozelitd értékeket visszahelyet-

tesitve az eredeti egyenletbe, az is csak kozelitden teljesiil. Mivel tizezred nagysagrendii

az eltérés, ezért a megoldasokat elfogadjuk.
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Ha a gyokvonas elétti értékeket, jelen esetben a -ot helyettesitenénk vissza

—7++/109
6

az egyenletbe, akkor, ha jol szdmolunk, pontos értékeket kapunk.

A 17., 18., 19. és 20. feladatok differencialt gyakorlasi lehetdséget biztositanak. A tanulok itt
2 f6s homogén csoportokban dolgoznak. Megoldanak 1-1 példat, majd ellendrzik egymas
megoldasat. Utdna kovetkezhet a Domind jaték, ahol mar 4 {6s heterogén csoportokban oldjak
meg az egyenleteket.

Modszertani megjegyzés:

A tanulok 4 f6s csoportokban jatszanak. A dominokon (3.9 dominoékészlet) masodfoka egyen-
letek talalhatok. Minden tanul6 valaszt 2 domin6t. A csoportok feladata a lenti alakzat kiraka-
sa a jelzett iranyoknak megfeleléen. Azok az egyenletek keriilhetnek egymas mellé, amelyek-
nek ugyanaz a megoldasa. A legligyesebb csoportot jutalmazhatjuk.

De természetesen mas kirakdsi forma és irany is megadhato. Aki nem szeretne dominozni,
differencidlt csoportmunkaban is kiadhatja a feladatokat.

3.9 domino

2
&

4
Y ol
x r

=
[

Megoldas:
(5x — 1)(2x + 1) =0 és 10x* + 3x — 1 = 0 egyenletek megoldasai: x; = 0,2; x, =— 0,5.
x*+2x=06s (x + 1)’ = 1 egyenletek megoldasai: x; = 0; x, = — 2.
X’ —x—6=0¢&s (x—0,5)" — 6,25 = 0 egyenletek megoldasai: x; = 3; x, = — 2.
x*+4x—21=02¢&s (x +3)(x + 1) = 24 egyenletek megoldasai: x; = 3; x, = — 7.

2

x —6x+8=0¢és %xz

—3x +4 =0 egyenletek megoldasai: x; = 4; x, = 2.

x*+x+1=0¢x* +2x +2 =0 egyenleteknek nincsen megoldasuk.
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x*+4x+4=0¢&x (x +4)=—4 egyenletek megoldasa: x =— 2.

x> +4x —5=0és —2x* — 3x = 5x — 10 egyenletek megoldasai: x; = 1; x, =— 5.
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> ; X
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ksl X o i >
~ I g o
o
Q
«/’Q > //Q N
2 3 N %
\/ Y % 1%
n, X‘)‘ ,\j"x Vv X“‘M YV «
b v > N
A kirakas irdnya:
A A
Y Y
A A
Y Y
Feladatok:
== 17. Oldd meg megoldoképlet segitségével a kovetkezd egyenleteket!
a) x>+ 12x +35=0; b) x> +3x—4=0; ¢)—x*+6x—5=0;
d)x*—8x+25=0; e)x’—8x+ 16=0; f) x*— 3x—10=0.

Megoldas:

aA)xi=-5x=-7, bxi=lx=—4; c)x;=5x=1; d)nincs megoldasa;

e)x=4; DHx1=5x=-2.
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T 18.0ldd meg megoldoképlet segitségével a kovetkezd egyenleteket!

a)x’+ 1 =—2,5x; b) 2x*— Tx =—6; C)4x*— 13x+5=-35;
d) 5x*—x+3=0; e)— 5x*=2x—11; f)3x%+5x—4=0.
Megoldas:
3 5 . ,
a)xi=—2;x=-05  bxi=2;x= 5 C)x1=2;x= e d) nincs megoldasa;
14214 —5+4/73
e) x1;2:_—5; f)xl;zzT.

19. Oldd meg megoldoképlet segitségével a kovetkezd egyenleteket!
a) (x +5)(x + 14) = 400; b) (x+3)2x+7)+10=0; c)Bx+8)(2x—1)=6.

Megoldas: a) x;=11; x,=—30;  b) nincs megoldasa; ¢) xj., = % .
Modszertani megjegyzés a 20. feladathoz:

A tanulok 4 f6s csoportokban dolgoznak. A tanar kijelol 8 példat, amit a tanulok egymas kozt
sz¢étosztva megoldanak, majd 6sszegylijtik a megoldasokat. A csoportok kijeldlnek egy szovi-
vot, aki kézfeltartassal jelzi, hogy a csoport elkésziilt. Ha minden csoport megadta a készenlé-
ti jelet, a tanar elkezdi felolvasni a példdkat. A szovivd az Osszesitett megoldasok alapjan
Okolbe szoritott kézzel jelzi, ha a masodfokt egyenletnek nincs megoldasa, 1 ujjat mutat, ha

egy megoldasa van, és 2 ujjat mutat, ha két megoldas van. Minden példa elhangzdsa utan

megbesz¢lik az eredményeket, ha sziikséges.

= 20. Allapitsd meg az egyenletek megoldasa nélkiil a megoldasok szamat (0, 1, 2 megol-
das lehetséges)!

a)x’ +3x+2=0; b) x> — 12x + 36 = 0; c)2x*+3x+5=0;

d)x* —4x +5=0; e)x’ +17x +15=0; f) - 2x* + 6x + 9 = 0;
2 2 A 2

g)x +2x+3=0; h)x"—6x+10=0; 1) 12x=x"+ 4,

, , N, 3 9 A
J)—x+3-"Tx=0; k) x +EX+E:0; 1)4x"+9—-12x=0.

Megoldas:
a) D> 0; 2 megoldds; b) D=0; 1 megoldas; c¢) D <0; nincs megoldas;
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d) D <0; nincs megoldas; e) D> 0; 2 megoldas; ) D> 0; 2 megoldas;
g) D <0; nincs megoldas; h) D <0; nincs megoldas; 1) D > 0; 2 megoldas;
j) D>0; 2 megoldas; k) D=0; 1 megoldas; 1) D=0; 1 megoldas.
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VIII. Masodfoku egyenlettel megoldhat6 szoveges felada-
tok

A masodfoka egyenletek megolddséhoz most mar minden eszkoz rendelkezésre all. Ebben a
fejezetben olyan szoveges feladatokkal talalkozunk, amelyekben hasznositani is tudjuk eze-

ket.

Mintapéldazg
Egy szoba egyik oldala 1,5 m-rel hosszabb a méasiknal. A szoba teriilete 17,5 m*. Hany méter
szego sziikséges a parkettahoz, ha a 90 cm széles ajtohoz nem tesziink szegot?

Megoldas:

A szoba egyik oldala: X

A masik oldala 1,5 m-rel hosszabb: x+1,5

A szoba teriilete 17,5 m” 17,5=x (x + 1,5)
Annyi szeg6 kell, amekkora a szoba K-09
keriilete, minusz 0,9 m.

Oldjuk meg a 17,5 =x (x + 1,5) egyenletet!
Felbontjuk a zarojelet: 17,5 = x> + 1,5x.
Nulléra rendeziink: 0 = x> + 1,5x — 17.5.

Alkalmazzuk a masodfoku egyenlet megoldoképletét:

—b++b* —4ac

Xy, = ,a=1;b=15;,¢c=-117,5;
’ 2a
—1,5i\/1,52 -4-1-(-17,5) -15+,225+70 —15+8)5
k2 2-1 2 2
¥ = -1,5+8,5 2123’5;
2 2
~15—
X, :’ST8’5<0 = nem megoldas.

A szoba egyik oldala 3,5 m, a masik 3,5 m + 1,5 m = 5 m hosszu.
A keriilete K=2-(3,5+5)m=17m.
K—-0,9m=16,1 m. A szobdhoz 16,1 m szeg0 sziikséges.
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Modszertani megjegyzés: A tanuldk 4 f6s csoportokban dolgoznak. A tanar kijel6l 4 kiilonbo-
z0 feladatot. Akik ugyanazt a példat kaptak, kozosen megoldjak a feladatukat, és meggy6z6d-
nek arr6l, hogy mindenki megértette. Majd visszamennek eredeti csoportjukhoz, és elmagya-
razzék egymasnak a megoldasokat. A tanar taldlomra kihiv 4 tanul6t a tdbldhoz, akik ott is

megoldjak a feladatokat. Végiil ellendrzik a megoldasokat.

Feladatok:

== 21. Két szdm szorzata 60. Egyik szam 7-tel kisebb a masiknal. Melyik ez a két szam?
Megoldas:
Az egyik szam x, a masik x — 7. Ekkor x (x — 7) = 60 = x> — 7x — 60 = 0.

A keresett szamok az 5 és a 12.

- 22. Két szam Osszege 13, szorzatuk 42. Melyik ez a két szam?
Megoldas:
Az egyik szam x, a masik 13 —x. Ekkor x (13 —x) =42 = —x*+ 13x — 42 =0.

A keresett szamok a 6 ésa 7.

== 23. Egy haromsz0g magassaga 1,4-szerese a hozza tartozd oldalanak. A hdromszdg terii-
lete 70 teriiletegység. Mekkora a haromszdgnek ez az oldala?
Megoldas:
A haromszog egyik oldala x, a magassaga 1,4x.

_x-14x

T =70, 1,4x* = 140 = x = 10. A haromszog keresett oldala 10 egység.

= 24. Egy kert egyik oldala 70 méterrel kisebb a masik oldalanal. A teriilete 26000 m®.
Héany méter drétra van sziikség a koriilkeritéséhez?
Megoldas:
A kert egyik oldala x, a masik oldala x — 70.
Ekkor 7'= 26000 = x (x — 70) = x> — 70x — 26000 = 0.
A kert oldalai 130 és 200 m hosszuak, bekerités¢hez 660 m drotra van sziikség.
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= 25. Egy négyzet alapu strandmedence 1,5 m mély. Ugy tervezték, hogy 384 ezer liter viz
férjen bele, ha teljesen feltoltik. Hany négyzetméter csempe sziikséges az alapjadnak
¢s az oldalainak beboritdsdhoz?
Megoldas:
A strandmedence alapja x. Ekkor 384 = 1,5x* = x = 16 m.

A=16"+4-1,516 =352 m’. A medence beboritasahoz 352 m* csempe sziikséges.

= 26. Egy biciklis csoport 200 km-es turara indult. Minden nap ugyanannyit haladtak. Ha
10 km-rel tobbet tettek volna meg naponta, akkor utjuk 1 nappal hamarabb véget ért
volna. Hany kilométert tett meg a csoport naponta?

Megoldas:

A csoport t nap alatt tette meg az utat, és naponta x km-t tett meg.

Ekkor 200 =xt = ¢t = 200 , de ugyanakkor (x+ 10)(x — 1) = 200.
X

Behelyettesitiink: (x + 10)(@ - 1) =200 = —x*— 10x +2000 =0 =
X

_ 10++/100 + 8000 _10£90 = x1 = —50; [x2 = 40,

-2 2

xl;Z

A csoport naponta 40 km-t tett meg.

T 27. Két szam koziil az egyik 8-cal nagyobb a masiknal. Négyzetiik 0sszege 194. Melyik
ez a két szam?
Megoldas:
Az egyik szam x; a masik szam y. Ekkor y = x + 8, tovabba x> + y* = 194.
y-t behelyettesitjiik a masodik egyenletbe: x* + (x + 8)* = 194 = x* + 8x — 65 = 0.
Ennek megoldésai — 13 és 5, ezekhez ki kell szamitani a szampar masik elemét:
x1=—13;y;=-15, valamint x, = 5; y, = 13.

Két szampart kaptunk: 5 és 13, illetve — 5 és — 13.
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28. Egy fabol késziilt képkeret felillete 6,375 dm®. A keret kiilsé részének hosszabbik
oldala 40 cm-rel nagyobb a révidebbik oldalanal. A keret vastagsaga pedig 32-ed ré-
sze a rovidebbik oldalnak. Mekkorak a képkeret belso élei?

Megoldas:

A képkeret kiils6 szélessége legyen x. Ekkor a hosszabbik kiil-

sO éle x + 4 dm.
A keret vastagsagat z-vel jeldlve z = % x+4

Az &bran lathato feldarabolas segitségével felirhato:

6,735= " . x 24 - x4+4-2.21].2
32 32 32

16 16\ 16

L 64+ /4096 + 21379584  — 64+ 466,79
2 62 62

2
6,735=x—+1[15—x+4j N 107,76=x2+x%  0=31x% +64x— 172416

, ahonnan x, = 6,5; x, ~—8,56, nem

megoldas.

Azt kaptuk, hogy a képkeret kiils6 szélessége kb. 6,5 dm. Ekkor hosszisdga 10,5 dm, a
keret vastagsaga pedig kb. 2 cm.

Ezek alapjan a képkeret bels6 szélessége 6,1 dm, belsé hosszusaga pedig 10,1 dm.

29. Egy Osszejovetelre édes és sos aprosiiteménybdl egyarant vasaroltunk. Az édesbol
1650 Ft értékben, a s6sbol 1700 Ft értékben. Az édes aprosiitemény 250 Ft-tal dra-
gabb a sosnal. Ez utdbbibol fél kg-mal tobbet vettiink. Hany kg édes, és hany kg sos
aprosiiteményt vasaroltunk?

Megoldas:
Az édes aprosiiteménybdl x kg-ot vettiink, y Ft/kg dron: xy = 1650.
A s6s aprosiiteménybdl pedig x + 0,5 kg-ot vettiink, y — 250 Ft/kg-os aron:
(x +0,5)(y —250) = 1700.
Elvégezve a beszorzast:
xy —250x + 0,5y — 125 =1700 = 1650 — 250x + 0,5y — 125 = 1700.
Ebbol: — 250x — 175 =— 0,5y = 500x + 350 = y.
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Visszahelyettesitjiik az elsé 0sszefiiggésbe: x (500x + 350) = 1650,
500x” + 350x — 1650 = 0 = 10x* + 7x — 33 =0.
x1=15; x;=-2,2, nem megoldas.

Az édes sliteménybdl 1,5 kg-ot, mig a s6sbol 2 kg-t vasaroltunk.

30. Egy tiszomedencét két csovon keresztiil 2 €s fél ora alatt toltenek fel. Az elsd cso
masfél 6raval hamarabb tudja megtdlteni a medencét, mint a masodik. Mennyi id6

alatt tudja megtolteni a medencét a két csé kiilon-kiilon?

Megoldas:
egyik cs6 masik csé
kiilon teletoltik (ora) t t+1,5
1 ora alatt ennyied részét toltik meg: 1 1
t r+1,5
ketten 2,5 6ran at dolgoznak: 2,5 2,5
t t+15

+
2;5+t2,155:1 - oz;z_s,sz—3,75,ebb61ru:w
+ 1, ,

t1 =4,36; 1, ~ —0,86; 4,36 + 1,5 = 5,86.

Az elsd cs6 4,36 ora alatt, a masik 5,86 ora alatt tolti fel egyediil az iszomedencét.

31. Egy kikotdbol egyszerre indul el két hajo: az % !
egyik délre, a masik nyugatra. 2 6ra mulva 100 ===

km-nyire lesznek egymastol. Allapitsuk meg

mindkét hajé sebességét, ha az egyik 4 km/h-val 100 km
lassabban halad, mint a masik.
Megol- _
dds: egyik hajo | masik hajo
sebesség: v v+4
eltelt ido: 2 6ra 2 6ra

megtett Ut: 2v 2(v+4)
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Alkalmazhatjuk a Pitagorasz-tételt: 10000 = (2v)* + (2(v + 4))* = 0 =v* + 2v — 121.
Ebbdl v; = 10,05 km/h, és 10,05 + 4 = 14,05; v, =—12,05, nem megoldas.
Az egyik hajo 10,05 km/h, a masik pedig 14,05 km/h sebességgel haladt.



