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A modul célja

A hasonlosag alkalmazéasanak gyakorlasa. A szogfliggvények megismerése, alkalmazasa

valésagkozeli feladatokban.

Idokeret

Ajanlott 6raszam: 19 6ra, a modulban kidolgozott 6rak szama: 10 6ra

Ajanlott korosztaly

10. szakiskolai évfolyam

Modulkapcsolédasi pontok

Korabbi tanulmanyok a sikidomokrdl és testekrdl, egyenes aranyossag, nevezetes ponthalmazok,
szogfelezd, szakaszfelezd merdleges, magassagvonal. Masodfoku kifejezések, négyzetgyok.

Egybevagosagi transzforméciok, sikidomok tulajdonsagai, haromszogek egybevagdsaga. Aranyossag.

A képességfejlesztés fokuszai

Zsebszamologép biztos hasznalatanak elsajatitasa.

A valés mérészammal megadott mennyiségek, a folytonossag fogalmanak tovabbfejlesztése. A valo-
sagos targyak méretei, s azok geometriai modellje kozotti arany becslése.

Sikidomok keriiletének, teriiletének, térbeli alakzatok felszinének becslése. Szovegértelmezés tovabb-
fejlesztése, a 1ényegkiemeld képesség fejlesztése. A valdsag targyainak geometriai modellezéséhez
sziikséges képességek tovabbfejlesztése. A geometriai feladatok algebrai eszkozokkel torténd megol-
dasi képességének fejlesztése. A geometriai fogalmak segitségével az absztrakcios képesség fejleszté-
se. Osszefiiggések, képletek felfedezése gyakorlati tapasztalatbol kiindulva, azok 4ltalanositasa és
alkalmazésa mas esetekben, mas tantdrgyakban. Geometriai tételek bizonyitasa soran hasznalt logikai
miiveletekkel az induktiv illetve a deduktiv kovetkeztetés képességét fejlesztjiik. Hasonlo alakzatok
adatai kozotti 6sszefliggések alkalmazasa valosag-kozeli feladatok megoldasanal az aranyérzéket fej-

leszti.
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TAMOGATO RENDSZER
e 4.1 feladatlap (1. — 5. feladatok);
o 4.2 feladatlap (egybevagosag — hasonldsag eseteinek részletezése);

e 4.3 kartyakészlet (segitség a 4.2 feladatlaphoz).

A hasonlosaghoz hasznalhatd néhany otlet:
e Tyuktojas ¢és strucctojas Osszehasonlitasa: példaul hany ember lakik jol egy strucctojasbol, ha mindenki 2 tojast eszik? (J6 példa a hasonld
testek térfogatanak 0sszehasonlitasara, ha elkészitjiik; a strucctojas egy 25 cmx12 cm-es téglalapbdl vaghato ki, a tyuktojast mérjiik le.)
e Polydron feladatok:

e Egy hidromszog mellé hany vele egybevagd haromszoget kell dsszerakni, hogy a keletkezett és az eredeti hasonlo legyen? Itt meg-
vizsgaljuk az oldalak aranyat, a megfeleld magassagok aranyat, majd a teriiletek aranyat. Ezt koveti a haromszoros oldalhossz, utana
jon a tetraéderrel ugyanez.

e 2-szeres ¢li testek vizsgalata (kocka, tetraéder, négyzet alapu gula): hatdroldé haromszoglapok szdma, testmagassag vizsgalata,
hanyszor fér bele a kicsi tetraéder; itt az élek, oldallapok magassagai, testmagassagok 0sszehasonlitasa utan térjiink ra a felszinek,
majd a térfogatok dsszehasonlitisara.

e 4 db szabalyos haromszdgbdl allé szabalyos haromszogbdl tetraé¢der 6sszehajtogatasa, és ugyanez nagyobbal;

e A Lénart-féle gobmbkészlet rajzfolidjanak vastagsaga 0,3—0,5 mm, a gdmb sugara nagyjabol 100 mm. A Fold sugara 6370 km, a Himalaja
legmagasabb csucsanak tengerszint feletti magassaga kevesebb, mint 9 kilométer. Ha a Foldet a gombkészlettel modellezziik, akkor a

Himaléja belefér-e a gdmbfoliaba?
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Tovabbi javasolt tevékenységek:

Csoportmunka:
— hasonl6 haromszogek megfeleld szogeinek dsszehasonlitdsa;
— parkettazas hasonlé sikidomokkal;
— hasonl¢ testek halojanak elkészitése.

Kutatoémunka:
— matematikatorténeti érdekességek.(kor, hasonldsag);
— eldadas, vetités szamitdogéppel, interaktiv programok az internetrdl;

— geometriai motivumok a miivészetekben.
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MODULVAZLAT

Lépések,

tevékenységek

Kiemelt készségek, képességek

Eszkoz/
Feladat/
Gyilijtemény

I. Hasonlosag, kozéppontos hasonlésag
Bevezetd feladatok (csoportmunka) Szamolas, becslés, rendszerezts, kombinafiv gon- illetve 1. feladat-
dolkodas, metakognicid, induktiv gondolkodas lap

2. | Szerkesztések (csoportban is feldolgozhato, de jellemzden egyéni | Szerkesztés, miiveletek sorrendje, kombinativ gon- | 6-—8. feladatok.

munka). dolkodas

3. | Kozéppontos hasonlosadghoz vezetd kérdések (csoportmunka, Induktiv és deduktiv gondolkodas, a valdsag targya- | Tanari utmutatd

diakkvartett) inak geometriai modellezéséhez sziikséges képessé- | kérdései
gek tovabbfejlesztése

4. | A kdzéppontos hasonldsdg meghatarozasa (frontalis, tanari magya- | Szovegértés, figyelem

razat).

5. | A kozéppontos hasonldsag végrehajtasa (egyéni munka) Szerkesztés, miiveletek sorrendje, figyelem A tankonyv ab-
raibdl kiindulva,
alapfeladatok

6. | A kozéppontos hasonldsag tulajdonsagai, a hasonlosag fogalma Szdvegértés, figyelem

(frontalis megbesz¢lés, tanari magyarazat)
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7. | Nagyitas és kicsinyités végrehajtasanak gyakorlasa Pontos masolas, szovegértés, szerkesztések 9-20. feladatok
koziil valogatunk
8. | Sikidomok hasonlosaga (aranyos nagyitas-kicsinyitésbol, és az Kombinativ, induktiv és deduktiv gondolkodas, Tanari itmutatd
egybevagosag fogalmabdl csoportmunkaval eljutunk a haromszo- | metakognicid kérdései,
gek hasonlosagahoz, majd a sokszogek hasonldsagahoz; csoport- 4.2 feladatlap,
munka) 4.3 kértyakészlet
9. | Feladatok megoldasa (tetszéleges modszerrel) Szamolas, a val6sag modellezése geometriai méd- | 21-42. feladatok
szerekkel, induktiv gondolkodas koziil valoga-
tunk, 1-3. min-
tapélda

I1. Szogfiiggvények

I —|
1.| A szogfliggvények meghatarozasai (tanari magyarazat, frontalis) Kombinativ gondolkodas, rendszerezés

2. | Bevezeto6 feladatok (frontalis) Rendszerezés, figyelem 4—6. mintapélda

3. | Feladatok megoldasa (elsdsorban csoportmunka, tetszéleges mod- | A geometriai feladatok algebrai eszkdzokkel torténd |43-97. feladatok
szerrel) megoldasi képességének fejlesztése. A valosag koziil valogatunk
problémainak modellezése. Szamolas, kombinativ
gondolkodas, rendszerezés, induktiv gondolkodas,

metakognicio.
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I. Hasonldsag, kozéppontos hasonlosag

Modszertani megjegyzes:

Amennyiben lehetséges, igyekezziink masolopapir hasznalatira 6sztondzni a tanulokat. fgy
elérhetd, hogy a munkafiizetet tobbszor felhasznalhatja az iskola.

A kozéppontos hasonlosagot tanari magyarazattal készitjiik eld, diavetitd €és egy egyszerti,
konnyen mérhetd dbraval ellatott dia sziikséges hozza.

Grafikakat sokszor ugy festenek a falra, hogy ravetitik diavetitdvel, és a vetitett kép szerint
végzik a festést. A diavetitében egy pontszerii fényforras sugarakat bocsat ki, a sugarak (veti-
t6 sugarak) a diafilm kockdjan annak nagyitott képét allitjak el6 a falon. Ez azt jelenti, hogy a
diafilm minden egyes pontjahoz a fénysugar Kivetit egy annak megfelelo pontot a vetito-
vasznon. A filmkockan és a falon 1évo kép hasonld egyméshoz. Ezt szemléltethetjiik a diave-
tité elé rakott keziinkkel, megmutatva az egymasnak megfeleld részleteket is. Tapasztaljuk,
hogy min¢l messzebb vissziik a vasznat a diavetit6tol, annal nagyobb lesz a kivetitett kép (ezt
megmutathatjuk keziink mozgatasaval). Milyen messze kell elhelyezni a vasznat, ha azt sze-
retnénk, hogy a kapott kép az eredeti nagysdganak a négyszerese legyen? Azt mondjuk, hogy
az eredeti és a kapott kép kozéppontosan hasonlé. Ha egy pontbdl nagyitunk, akkor
ugyanolyan szabdly szerint allitjuk el a képet, mint ahogy a diavetité miikodik, csak a nagyi-

tast sikban végezziik.

Korabban tanultunk mar geometriai transzformaciokrol: tikkrozésekrol, forgatasrol, eltolasrol.
Ezek egybevagosagok voltak, vagyis példaul egy haromszoget elforgatva vele egybevagd
haromszdget kaptunk. A gyakorlati ¢letben azonban sziikség van arra, hogy a pici dolgokat
(példaul virusokat, atomszerkezetet) nagyban, nagy dolgokat (épiiletet, galaxist, autot) kicsi-

ben abrazoljunk. Ehhez a hasonlosagot hasznaljuk.

Feladatok
4.1 feladatlap alkalmazésa

Modszertani megjegyzés: Az 1. — 4. feladatok feldolgozasat csoportmunkaban javasoljuk,
mintha ez a négy feladat egy feladatlapot alkotna: a tanuldk 6nalléan dolgoznak, de a megol-
dasokat megbeszélik, egyeztetik, és a csoport a feladatok megoldasaival kapcsolatban kdzos
véleményt alakit ki. A 2. b) és c), valamint a 3. feladatban javasoljuk a csoporton beliili mun-

kamegosztast. Az ellendrzés a megoldasok beszedésével €s javitasaval torténik.
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A feladatok célja a kdzéppontos hasonldsag szerkesztésének és a szakaszok aranyanak felele-
venitése. Akkor is megoldhatok, ha a hasonlosaggal kapcsolatos eldzetes ismeretek hianyoz-
nak. Csoportmunkdhoz sokszorosithatjuk és kioszthatjuk a 4.1 feladatlapot, amely az 1. — 5.

feladatokat tartalmazza.

— 1. Az abran lathatdo 4ABC haromszdget kétszeresére nagyitottuk az O pontbol, ugy kaptuk
az A’B’C’ haromszoget.
a) Allitsd megfeleld sorrendbe a szerkesztés 1é-
péseit! B’
A. C’ pontbdl parhuzamost huzunk a BC
szakasszal. A
B. 4’ pontbol parhuzamost huzunk az AC

szakasszal, €s erre az A’ pontbdl felmér-

jik az AC szakasz hosszanak kétszere-
sét.

C. Az 04 félegyenesre ramérjiik O-bdl az A
OA tavolsag kétszeresét.

D. Osszekotjiik A-t O-val.

E. A’ pontbdl koriveziink az AB tavolsag kétszeresével, és ennek a korivnek a met-

széspontja a mar meglévo OB félegyenessel adja a B* pontot.

A helyes sorrend:
Megoldas: D—-C—-B—-A—E.
b) A szerkesztés tobbféleképpen is elvégezhetd. Ird le egy masik lehetséges szerkesztés
menetét!
c¢) Az 4brakon ugyanazt a hdromszdget nagyitottuk ugy, hogy mindig ugyanazokat a kép-
haromszogeket kaptuk. Melyik abrat melyik pontbdl nagyithattuk?

{ b (
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Haromszogon beliili pontbdl tortént a nagyitas:
A haromszog egyik csucsabdl tortént a nagyitas:

Héaromszogon kiviili pontbdl tortént a nagyitas:

Modszertani megjegyzés: Itt még hasonlo alatt érthetd a ,,pontosan ugyanolyan alaku is”.

= 2. a) Kosd 6ssze a hasonl6 sikidomok betiijeleit! A

H
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b) Hatarozd meg a hasonlosagok aranyat a megfeleld oldalak segitségével! Folytasd a tab-
lazatot: az egymas alatti celldkba keriiljon rendre a két hasonl6 sikidom jele és a hason-

l6sag aranya! A hatékonyabb megoldas miatt osszatok meg a feladatokat!

Sikidom
C
jele
Sikidom
A
jele
Oldalak
2
aranya

¢) Hatdrozd meg a trapézok teriileteit és azt is, hogy mennyi a hasonl6 trapézok teriiletei-
nek ardnya! Milyen 0sszefliggést talalsz az oldalak ardnya és a teriiletek ardnya kozott?
Megoldas: a) és b) A-C: 2; B-K: 2; D-F: 2; E-I: 1; G-H: 3:2; J-L. 4. Természetesen az

aranyok reciproka is helyes megoldas.

o1 21074 5 s p =202+8~10=140:4-TD; T, =¥.2=7;
20+8 . . . .
T, = -8=112=16-T,; a teriiletek aranya az oldalak aranyanak négyzete.

— 3. Az A’B’C’ haromszdg az ABC haromszog nagyitott képe. Mérd meg a lenti szakaszokat,
¢s szamitsd ki az aranyukat! Ahol egyforma aranyokat kapsz, magyarazd meg, hogy mi-
ért egyeznek!

AYB' ) BY CV A'C' .
AB , BC , AC ’ (‘“ B‘s
A5 4B AC
BC’ B'C" BC’
A4C AB' 4B < :
Bva’ A'C', AC,
A’
B'C' BC AC
Avcy’ AC’ A'CV. .]I
Megoldas:
ﬂZI,S’ EZI’SB £:1’5’ 221317 AB:ljl; £:0357
A o5, AB_op, By, BC_, BC_, A€ 2

B'C' A'C AC AcC AC AC 3



4. modul: Hasonl6sag és alkalmazasai Tandri Gtmutaté 11

Modszertani megjegyzés: A kovetkezo feladat megoldasat lehetdség szerint a flizetbe irjak le

tanulok.

77 4. A képen egy haromszoget kétszeresére nagyitottunk. /
> lII

Figyeld meg a rajzot, és egészitsd ki a szoveget! ) / \

\

a) Az ABoldalésa........... oldal parhuzamos egymassal. : >4 /
b) A ........... oldalésa ........... oldal parhuzamos egymassal. | J o

c) Az o szogésa ........... szOg egyallasuak, ezért nagysaguk

e) Az A’B’ és az AB oldal hosszéanak aranya: ...........
f) Az A’C’ és az AC oldal hosszéanak aranya: ...........
g) A B’C’ és a BC oldal aranya egyenld a ........... €Sa ... oldalak aranyéaval.
h) Hasonldsag esetén a megfeleld oldalak ardnya ...........cccoeeveeeciiiincieiniiecieeene,
1) Hasonlosag esetén a megfeleld szogek nagysaga ......c.eeeevveeevveeeiieeeieeeeieeenen.

Megoldas: a) A’B’; b) ACés A’C’,vagy BC¢és B’C’; c)a’; d)Pésp’;
e)2; 1)2; g)példaul B’A’ és BA; h)egyenld; 1) egyenld.

Szerkesszunk, mérjunk, szamoljunk!

Modszertani megjegyzes: A kovetkezd feladatok célja a kozéppontos hasonlosag alkalmazéasa
abrakon, és tovabbi tapasztalatok gylijtése a tanuldk altal szerkesztett rajzok segitségével.
Javasoljuk a csoportbontést: mintha a csoport egy feladat-
lapot oldana meg, de mindenki fiizetébe keriiljon bele a

megoldas.

T 5. Egy haromszog oldalainak hossza: 5 cm, 7 cm és 10
cm. A haromszdget 2,5-szeresére nagyitjuk.
a) Mekkorak a keletkezé haromszog oldalai?
b) Hanyszorosara valtozik a haromszog keriilete?

Megoldas: a) 12,5 cm, 17,5 cm, 25 cm. b) 2,5-sz0rosére.
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— 6. Nagyitsd az ABC haromszoget az O pontbol 3-szoroséra!
a) Készitsd el az abrat!

b) Mekkora az OA4’ és az OA szakasz aranya?

on_
04

c) Mekkora a haromszdgek megfeleld oldalainak aranya?
a, b <
a’ b’ c’

77 7. Nagyitsd az abrat az O pontbdl igy, hogy az 4 pont képe A’ legyen! Az eredetihez ha-

sonlo abrat kapunk.

' '

a) Melyik arannyal egyezik meg a hasonlosag aranya: az tavolsagok aranyaval,

vagy az — arannyal?
gy O Y

Q x
X
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7 8. A szakaszokat haromszorosara nagyitottuk kozéppontosan, de csak az egyik végpont

képét adtuk meg. Keresd meg, hogy hol lehet a kozéppont, és végezd el a nagyitast!

e
B0 SR SR \

A hasonldsag és a kdzéppontos hasonlésag
Az alabbi igaz-hamis kérdeseket javasoljuk diakkvartett modszerrel feldolgozni.

Megfigyeléseid alapjan dontsd el, hogy melyik 4llitas biztos igaz (I), melyik hamis (H), me-

lyik lehet hogy igaz, de nem minden esetben (L).

a) Hasonl6 alakzatok megfeleld szoge egyenlo.

b) Egy egyenes ¢€s egy koriv lehet hasonlo.

c¢) Ha két sokszog hasonlo, akkor oldalaik paronként parhuzamosak.

d) Hasonl¢ alakzatok kortiljarasi iranya megegyezik.

e) Ha két haromszog hasonlo, €s az egyik egyenldszart, akkor a masik is az.

f) Ha egy sokszdg két oldala egyforma hosszu, akkor a hozz4 hasonlo6 alakzatnak is lesz két
egyforma hosszl oldala.

g) Ha egy haromszdg oldala kétszer akkora, mint egy hozzéa hasonld masik haromszog oldala,
akkor a teriilete is kétszerese a masik haromszog teriiletének.

h) Hasonldsagnal a megfeleld tavolsagadatok ardnya megegyezik.

1) Ha két sokszog szogei egyenldk, akkor azok hasonlok.

j) Ha két sokszogben a megfelel6 oldalak aranya egyenld, akkor azok hasonlok.

Megoldas: a)1; b)H; c)L; d)L; eI, HI, gH; hI, 1)L; jL.

(Az utolso6 kettdre kerestessiink ellenpéldat a tanulokkal.)

Valaszolj a kovetkez6 kérdésekre!
a) Alkalmazhato-e a kozéppontos hasonlosag pontokra?
b) Mit mondhatunk a megfeleld szakaszok ardnyarol, ha kdzéppontos hasonlosagot alkalma-

zunk?
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c) A kovetkezo két allitasbol melyik biztosan igaz?

A. Ha egy szakaszra alkalmazzuk a kozéppontos hasonldsagot, akkor a szakasz hossza annyi-
val valtozik, amennyi a hasonldsag aranya.

B. Ha egy szakaszra alkalmazzuk a kozéppontos hasonlésidgot, akkor a szakasz hossza
annyiszorosara valtozik, amennyi a hasonldsag aranya.

Megoldas: a) Igen; b) egyenldk az aranyok; c¢) B biztosan igaz, A lehet igaz (pl. ha 2 cm-

es szakaszt kétszeresére nagyitunk, A is és B is teljesiil).

(A nagyitas/kicsinyités neve a matematikaban: kozéppontos hasonlésag.

Nagyitaskor vagy kicsinyitéskor kozéppontos hasonldésagot alkalmazunk.

A kozéppontos hasonlésag megadasakor megadjuk a hasonlésag kézéppont-

jat és a hasonlésag aranyat.

Modszertani megjegyzés: Az elézéekben nagyitdsokat és kicsinyitéseket végeztiink, €¢s meg-
vizsgaltuk a hasonlo sikidomok néhany tulajdonsagat. Most attekintjiik azokat az elméleti

vonatkozasokat, amelyek segitenek megérteni €s rendszerezni a megszerzett ismereteket.

A geometriai transzformaciok egyik fajtaja a kozéppontos hasonlésag. Adott egy O kozép-
pont és egy k pozitiv aranyszam. Ha példaul k£ = 2, akkor barmely P pont képét ugy kapjuk
meg, hogy 6sszekotjiik az O ponttal, és az OP félegyenesre felmérjiik az OP tavolsag kétsze-

resét. Ha k = é, akkor egy tetszéleges S pont képét ugy kapjuk meg, hogy dsszekétjiik az O

ponttal, és az OS félegyenesre felmérjiik az OS tavolsag % részét.

Kozéppontos hasonlésag megadasakor meg kell adnunk:
e a nagyitas kdozéppontjat
e egy pozitiv aranyszamot (a hasonldésag aranya)

Az egybevagdsagokhoz hasonldan nem adjuk meg, hogy mit nagyitunk. De meg kell tudnunk
mondani minden pont esetén, hogy mi lesz annak az adott pontnak a képe: erre szabalyt fo-

galmazunk meg. A kozéppontos hasonlésag definicidja a kovetkezo:

Adott a sikon egy O pont (kbzéppont), és egy k pozitiv szam. Rendeljik O -hoz 6n-
magat. A sik barmely mas P pontjahoz rendeljuk ugy az OP félegyenes P’ pontjat,

hogy legyen OP’ = k - OP, és P’ az O-bdl kiinduld, P-t tartalmazé félegyenes pontja.
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Az O pontbol kiindul6 félegyeneseket vetitdsugaraknak nevezziik. Ha k értéke egynél na-
gyobb, akkor kozéppontos nagyitasrol besz¢liink, mert a szakaszok hossza a transzformaciéd
végrehajtasa utdn novekszik (k-val, vagyis 1-nél nagyobb szdmmal szorzédik a hossz). Ha k
értéke kisebb mint egy, akkor kdzéppontos kicsinyitésrol van sz6. £ =1 esetén az abra valto-

zatlan, és a transzformaci6 egybevagosag.

Modszertani megjegyzés: A kovetkezd abrakat javasolt atmasoltatni a gyerekek flizetébe,
hogy ezzel is gyakoroljak a nagyitas €és zsugoritas végrehajtasat.

Pont transzformalasa

B'

A geometriai transzformaciok (pl. tengelyes tiikrozés, forgatas stb.) meghatdrozasakor pontok
képérdl beszéliink, ezért minden sikidomot mint ponthalmazt kell transzformalnunk. A sik-
idomok transzformacioja ,,nevezetes” pontjaik transzformalasaval torténik: a kornek

példaul a kozéppontjat és egy tetszdleges pontjat transzformaljuk.

Altalanossagban elmondhatjuk, hogy ha egy sikidomot k-szorosira nagyitunk vagy ki-
csinyitiink, akkor minden tavolsagadata k-szorosara, teriilete pedig k’-szeresére valto-

zik.
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Kozéppontos hasonlésag esetén a megfeleld tavolsagadatok aranya egyenld — ezt a tulajdon-
sadgot aranytartasnak nevezziik. Ha 6sszehasonlitjuk a képet az eredeti abraval, akkor megal-
lapithatjuk, hogy a megfeleld sz6gek nagysaga egyenld (szogtartas) — ezért ,hasonlit” a kép
az eredeti targyra (példaul makettek).

Megjegyzés: a kozéppontos hasonlosag tovabbi tulajdonségai:

e cgyenestarto (egy egyenes képe is egyenes; st az eredetivel parhuzamos egyenes);

e parhuzamossagtartd (ha két egyenes parhuzamos egymassal, akkor képeik is parhu-
zamosak lesznek);

o illeszkedéstartd (ha egy pont illeszkedik egy egyenesre, akkor a pont képe is illesz-
kedni fog az egyenes képére; ugy is mondhatjuk, hogy metszd alakzatok képe is
metszi egymast);

e Kkoriiljarasi irdny tarto.

A kozéppontos hasonldsag nem mozditja el a kdzéppontot és a kozépponton athaladd egyene-

seket.

Hasonlosagnak nevezziik azokat a geometriai transzformaciokat, amelyek kdzéppontos ha-
sonlosdg és egybevagdsag véges sokszor torténd egymas utani végrehajtasaval keletkeznek.
Az olyan sikidomokhoz, amelyek ,,egyforma alaktiak”, vagyis megfelelé szakaszaik aranya és

szogeik egyenldk, mindig talalhatd hasonlosag, amely oket egymasba viszi.

c’
R

B
P

Ty Moy Mo >

Két sikidomot hasonldnak neveziink, ha talalhaté olyan hasonlésag, amely azo-

kat egymasba viszi. A hasonlésag jele: ~ (példaul ABC A~ PQRA).
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A hasonlosag és a kdzéppontos hasonlosag kiilonbozo fogalmak. A kdzéppontos hasonlosag
soran transzformaciot végziink: pontok (vagy ponthalmazok) képét szerkesztjiik meg. Ez azt
jelenti, hogy a kdzéppontos hasonldsdg pont-pont fliggvény: a sik minden pontjdhoz hozza-
rendel egy pontot. Ha egy sikidomot nagyitunk vagy kicsinyitiink, akkor az oldalegyeneseik
parhuzamosok maradnak.

A hasonloésag két sikidom viszonyat kifejez6 fogalom. Ha két sikidom hasonlo, akkor az olda-
laik ardnya és szogeik biztosan egyenldk (vagyis alakjuk ,.egyforma”, legfeljebb méreteikben

kiilonbdznek egymastdl), azonban oldalaik nem feltétleniil parhuzamosak.

Feladatok
— 9. Masold at a fiizetedbe az abrat, utdna nagyitsd az O pontbdl

kozéppontosan kétszeresére a kisszéket! l
|

o)

. 1
— 10. Kicsinyitsd a zaszlot az O pontbdl 3 -ara kozéppontosan!

o

77 11. Mennyi a hasonlosag aranya, ha az O kdzéppont, és az 4 pont képe 4°? Készitsd el az

alakzat kdzéppontosan hasonlo képét!
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o A’ A

i) 12. A pontracson alakzatokat és kdzéppontokat adtunk meg. Minden alakzat valamely

pontjanak kdzéppontosan nagyitott vagy kicsinyitett képét megtalalod az abran. Hata-
rozd meg a kdzéppontos hasonlosag aranyat, és végezd el az alakzat nagyitasat, illetve

kicsinyitését a pontracs segitségével!
R, O}

'Xh"‘a‘t’ﬁ'u.u“'u'

c) . d), .




4. modul: Hasonlésag és alkalmazésai Tandri Gtmutaté 19

77 13. Rajzolj a flizetedbe két pontot! Az egyiket jeldld A-val, a masikat O-val! Legyen az O
a hasonlosag kozéppontja. Hol lesz az 4 pont képe (4’), ha
a) a hasonlosag aranya: 2,

b) a hasonlosag ardnya: 3,
¢) a hasonlosag aranya: % ?

Mindegyik esetben szerkeszd meg az A pontot!

i) 14. Az é4bran egy téglalapot nagyitottunk. Keresd meg a nagyitas centrumat (kézéppont-

jat), és egészitsd ki a rajzot!

D

— 15. Adott a sikon az ABCDE 06tszog, nagyitsd 4 pontbol a haromszorosara! Mérd meg az

oldalakat, és foglald tablazatba az eredményeket!

8
i

AB BC CD DE EA A’B’ B’C’ CD’ | DE’ E’'A°
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i) 16. A kék kort C centrumbol 2-szeresére nagyitottuk. Keresd meg a nagyitas kozéppontjat!

a) b)

77 17. Kicsinyitsd 0,5-szordsére az egyenest €s a kort tartalmazo alakzatot a P pontbol!

a) b)
5 ~
g =,
N
.
/-"'\}\_\T = s \\_ .
f/ \\\\\ _,'/ i ~ \\\
" S \\\\ \
| \i\ . P & T M
. .
/ ™~ .‘\.\ P > ~
% Fd /

18. Rajzol;j a flizetedbe egy négyszdget! El6szor nagyitsd a kétszeresére az egyik csucsa-
bol, majd a kapott képet kicsinyitsd az 6todrészére! Az eredetinek milyen ardnyu ha-
sonlo6 képét kaptad?

2
Megoldas: .

19. Rajzolj egy paralelogrammat, ¢s jelold be a szimmetria kdozéppontjat (O) is! Szerkeszd
meg a kozéppontosan hasonld képét ugy, hogy legyen O a hasonlosag kozéppontja, €s

. .2
az arany pedig 3 !

Modszertani megjegyzes: A kovetkezo feladat feldolgozasahoz javasoljuk a didkkvartett mod-

szert.
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2N

20. Vélaszolj a kovetkezd kérdésekre: mit kell megadni, amikor definidljuk a kovetkezd
transzformaciokat:
e tengelyes tiikrozés,
o kozéppontos tiikkrozés,
e ce¢ltolas,
e pont koriili forgatas,
e hasonldsagi transzformacio?

Meg kell-e adni azt, hogy mit transzformalunk? Miért?

Sikidomok hasonlésaga

A sokszogek (végsd soron a sikidomok) hasonlosaga adja a hasonlosag gyakorlati hasznat:
kicsinyitve vagy nagyitva megalkothatjuk a tdrgyak modelljeit, és azon kisérleteket hajthatunk
végre (példaul sz¢élcsatornaban hajomodelleken, vagy kilengési teszteket megépitendd torony-
hazak modelljein). Hasonl6sag nélkiil nem lenne fényképezés, kivetités a rendezvényeken, és
nem értenénk meg azt sem, hogyan keringenek a bolygdk a naprendszerben, vagy éppen az
elektron az atommag koriil. A sikidomok hasonlésadganak vizsgalatat a haromszogek hasonlo-

sadganak vizsgalataval kezd;jiik.

Tudjuk, hogy ha két sikidom hasonlé egymashoz, akkor a megfelelé szakaszok aranya
egyenld. A haromszogek esetén ez megfordithato allitds: ha a haromszogek megfelel6 olda-
lainak aranya egyenlé, akkor hasonléak. A késobbiekben latni fogjuk, hogy a sikidomok
hasonlésagahoz altalaban nem elég, ha a megfelelé oldalaik arianya egyenlé. A harom-
szogek egybevagosaganak kritériuma, hogy a megfeleld tavolsdgadatok megegyezzenek. A
hasonlosagnal nincs ilyen feltétel. A haromszogek hasonlésaga fontos kérdés, mert a gyakor-

lati életben sokféle, haromszogekbdl osszeallithatd sokszoggel talalkozunk.

Modszertani megjegyzés: Alakitsunk csoportokat, majd vegylik at a hasonlosag és az egybe-
vagosag kozotti kapcsolatot par kérdéssel, didkkvartett modszerrel:

a) Ha két sikidom egybevago, akkor hasonlok-e vagy sem? (igen)

b) Igaz-e, hogy ha két haromszog egybevago, akkor hasonl6 is? (igen)

c) Igaz-e, hogy ha két haromszog hasonlo, akkor egybevagd is? (nem)
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Modszertani megjegyzés: A haromszoget 3 fliggetlen adat hatdrozza meg. Ez azt is jelenti,
hogy két haromszog harom-harom adatabol eldonthetd, ha azok egybevagok vagy hasonlok.
4.2 munkalap 4.3 kartyakészlet

A kartyakészlet 9 kiilonboz6 allitast tartalmaz:

a=a' b=b c=c' 4_3 2 _3 £_3
C

o=a' p=p Y=Y
A kartyakészletben minden kartyabol két darab all rendelkezésre, hogy abban az esetben is
elég legyen, ha 4 f6s csoport helyett parban szeretnek dolgozni a gyerekek. A csoportok fel-
adata az, hogy harmasokat alkossanak: probaljak kitaldlni az egybevagosag és a hasonldsag
osszes alapesetének megfelel6 eseteket. Segitségképpen megkapjak a 4.2 munkalapot, amely
a haromszogek egybevagosaganak €és hasonlosaganak alapeseteit tartalmazza, szoveggel. A
didkok a fiizetlapot kozépen osszik ketté, és az egyik oszlop tetejére az ,,EGYBEVAGO-
SAG” a masik tetejére a ,,HASONLOSAG” felirat keriil. A feladat egyik célja az, hogy segit-
sen az egybevagosag €s a hasonlosag kozott talalhatd fogalmi kiillonbség kialakitasaban.
A munkalapok kiosztadsa utdn segitsiink megértetni a feladatot: Az egybevagdsag egyik alap-
esete az, hogy két oldal és a kdzbezart szog egyenld; ehhez tartoznak a kovetkezd hdrmasok:
a=a,b=>b,y=y";

a=a,c=c, p=p";

b=b,c=c,a=a'.
Ezt a harom harmast az ,,EGYBEVAGOSAG” oszlopba irjuk.
A feladat célja az, hogy a lehetséges 2x10 harmasbol minél tobbet megtalaljanak.



4. modul: Hasonléség és alkalmazasai Tanari Gtmutatd

23

4.2 munkalap

Két haromszdg egybevagd, ha

1. oldalaik pdronként egyenlék;

2. 1-1 megfeleld oldaluk, és a rajtuk fekvé két szog paronként egyenlé;
3. két oldaluk és az dltaluk kozbezdrt sz6g pdronként egyenld;

4. két oldaluk és a nagyobbikkal szemkaozti szog pdronként egyenld.

Két haromszdg hasonlo, ha

1. megfeleld oldalaik ardnya pdronként egyenlé;

2. két-két szagiik egyenld;

3. két-két oldal ardnya, és az dltaluk kozbezdrt sz6g egyenld;

4. két-két oldal ardnya, és a nagyobbikkal szemkozti szog egyenld.

Az egyik haromszog oldalai: a, b és c, szogei: a, [ és .
A masik haromszog oldalai: a’, b’ és ¢’, szogei: o’, S és y’.

Gyljtsétek Ossze két haromszog egybevagodsaganak és hasonlosadganak dsszes esetét! Segitsé-

giil hasznaljatok a 4.3 kartyakészletet!

Egybevdgosdg Hasonlosdg

a=a,b=b,y=y’

c=c,b=b,a=a’

a=a,c=c,p=p0"

4.3 kartyakészlet
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a=ao’ a=a’ B=p B=p
Y=Y Y=Yy a=a a=a
B = b="b = E=g
oy [y el | e,
f—s  _3
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A haromszogek hasonlésaganak alapesetei

Két haromszog hasonlé, ha

1. megfelelé oldalainak aranya megegyezik ( _%: ij;
C

Q|8

2. két-két szégik egyenls (a=a', B=p', y=7");

3. keét-két oldal aranya és az altaluk kozbezart sz6g megegyezik

(példéul % =% és y= }/') ;

4. két-két oldal aranya és a hosszabbikkal szemkozti szog megegyezik

(példéul b>a esetén & =% és B = B’]-
a

Sokszogek hasonlésaga

A definicio szerint két sikidom akkor hasonlo, ha T
van olyan hasonlosadg, amely azokat egymasba /”/’ \{; //// 2
viszi. A haromszogek hasonldsagahoz elég, hogya / e

e WY = 2b
megfeleld oldalak aranya egyenld legyen, de a sok- 2a ™~

.

szogek hasonlosagahoz ez altalaban nem elegendd. Példaul az dbran lathato két deltoid meg-
felel6 oldalainak aranya kettd, és mégsem hasonlok.

Négyszogek korében a megfeleld szogek egyenldsége sem biztositja a két négyszog hasonlo-
sagat (példaul négyzet és téglalap). Bonyolultabb sikidomok hasonlosagara nincs is altalano-

san hasznalhato szabaly.

Két sokszog biztosan hasonld, ha megfelel6 oldalaik ardnya ¢s megfeleld szogeik egyenlok.

J T
= =

o o &

| | Iy

L

[ Sokszogek hasonlosaga l /\4 —

Megfelelé oldalak
aranya egyenlé

—— =g

| | |
____:7:,3 Megfelel6 szogek
egyenl6ek

Két azonos oldalszdmu szabalyos sokszog mindig hasonlé.
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Feladatok

Modszertani megjegyzés: A kovetkezd feladatok megoldasat célszerti csapatban kezdeni,
hogy a gyerekek segithessenek egymasnak a hasonlosdggal kapcsolatos feladatok megoldésa-
ban. Az egyenletrendezés ismétlésére javaslunk néhany algebrai tortekkel kapcsolatos egysze-
ri példat megoldani. Az utdnuk kdvetkezo feladatok a megfeleld szakaszok aranyanak felira-
sat keérik.

= 21. Végezd el a kdvetkezd miiveleteket!

15
4 4 4 x+1 x+3
a) —-3; b) —:3; c) —=; d) 3- ; e 12
) 3 ) 3 ) 3 ) s )
4x+8 5 10
; 3x+6)-—; h) (2x-5): —.
H = g) (3x+6)-3 ) (2x=5):5,
Megoldas:
04 b2 o2 @) X3 oria: @) sx+10; h) X2
9 4 5 6
— 22. Oldd meg a kovetkezd egyenleteket!
X x+1 3 2
a) —=3; b) —=3; ¢c) 2x—-5)-—=6; d) (7x+2):—=49;
)5 )= ) (2x-5)- ) (7x+2):2
x+5 3 2x 8 6—-4x 2x x+3 2x-4
© =5 e = h = :
) 2 2 D 5 5 & 3 6 ) 4 3
Megoldas:

a)6; b)5; ¢)7,5; d)%=l§zl,7l; e)—2; )4 g)§=1%=1,2; h) 5.

77 23. Igaz vagy hamis a kovetkezd kijelentések logikai értéke?

a) Minden kor hasonl6é egyméshoz.

b) Minden rombusz hasonlé egymassal, mert minden rombuszban egyenldk az olda-
lak.

¢) Minden négyzet hasonlé egymashoz.

d) Ha egy trapézban parhuzamost huzunk az alapokkal, akkor az két, hasonlo trapézra
bontja a trapézt.

e) Ha egy deltoid oldalai 5 cm, 5 cm, 3 cm, 3 cm, akkor az hasonlé ahhoz a deltoid-

hoz, amelynek oldalai 15 cm, 15 cm, 9 cm, 9 cm.
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f) Ha egy trapézban parhuzamost hizunk az alapokkal, akkor a keletkez6 kisebbik tra-
péz az eredetihez hasonlo.

g) Két rombusz hasonld, ha van azonos nagysagu szogiik.

h) Két négyszog hasonld, ha megfeleld szogeik paronként egyenlok.

Megoldas: a) I; b) H; c) I; d) H; e) H (nem feltétlentil igaz); f) H; g) [; h) H.

Mintapélda,

Egy derékszogli haromszog két befogdjanak hossza 10 cm és 24 cm. Mekkora lesz a harom-

szog keriilete és teriilete, ha haromszorosara nagyitjuk?

Megoldas:
Hasonlosag esetén minden tavolsagadat ugyanannyi szorosara valtozik, igy a befogok uj
hossza: 3-10 =30 (cm), valamint 3-24 =72 (cm). A keriilethez sziikség van a harma-
dik oldalra. Mivel a haromszog derékszogl, érvényes ra a Pitagorasz-tétel: a befogdk
hosszanak négyzetdsszege egyenld az atfogd hosszanak négyzetével, a’ +b*> =c*. Az
1j haromszog atfogdja: ¢* =30 +72° = 6084 , ebbdl gydkdt vonva 78 cm-t kapunk. A
keriilet: K =30+ 72+ 78 =180 (cm).

a

A derékszogl haromszog teriilete a befogdk szorzatanak a fele: X

. . b
T =“—2b=¥= 1080 (cm?). ¢

Mintapélda,
Egy négyszog oldalainak ardnya 7 : 7 : 9 : 11. Hatarozd meg annak a hozza hasonld négy-

szognek az oldalait, melynek a) legkisebb oldala 14 cm;  b) keriilete 85 cm!
Megoldas:
a) Hasonlosag esetén az oldalak aranyai megmaradnak, vagyis az j haromszog oldalai-

nak ardnyais 7:7:9: 11. Ez azt jelenti, hogy a 14 cm 7 ,,részt” képvisel, vagyis egy
kis ,,rész” % =2 cm. A tobbi oldal tehat: 14 cm, 2-9=18(cm), 2-11 =22 (cm).

b) Az oldalak aranyait 0sszeadva: 7+ 7+9+11=34 ,részt” kapunk, ennyi résznek felel
meg a keriilet. Mivel a keriilet 85 cm, egy ,,rész”: i—i = 2.5 cm. Igy az oldalak hossza:

2,5-7=17,5(cm), még egyszer 17,5 cm, 2,5-9=22,5(cm) és 2,5-11=27,5(cm).
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A hianyzé tavolsagokat sokszor abra segitségével szamitjuk ki. Ekkor a feladatok megoldasa-

nak menete:

| Bizonyosodjunk meq
trré[, hogy a sikidomok

hasonléak! (

~

Pl {\ irjuk fel a megfeleld ‘
— a feladatban szerepel; szakaszok aranyat! |
— haromszogek esetén k (1 N
teljesiil az egyik alapeset. > \ ol & 1 o
— a haromszog oldalait ismeretlen tavolsagot!
ardanyparral; \
— az ismeretlen szerepeljen - ~
az aranyparban! Egyenletrendezés!

Mintapélda;

A 1étrat milyen hosszu lanc fogja Ossze a létra magassdganak alulr6l mért harmadanal, ha a
talajon a két szaranak tavolsaga 81 cm? (.'

Megoldas: |

Az ébra felrajzolasa utan kapunk két hasonld ha-

"
romszoget: ABC A ~ DEC A, mert szogeik egyen- 3
16k (oldalaik parhuzamosak, igy megfeleld szogeik m

egyallast szogparokat alkotnak). A hasonldsag ara- D E

nya 3 mert a két haromsz6g magassaganak ardnya

2 , .

3 (a DE szakasz alatt a magassag harmadrésze ta- { ;
81 '

lalhato, folotte pedig a kétharmada).

2
Ezért a keresett DE tavolsag: DE = % -AB = 3 81 =154 (cm).

Modszertani megjegyzes: Sok szamologépen megtalalhatd a tortszdmitashoz valo gomb.
Erre mindenképpen hivjuk fel a gyerekek figyelmét — ha megtanuljak helyesen hasznalni, sok

szamitasi hibatol menekiilhetnek meg.
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Szakasz felosztasa
A hasonlosag segitségével egy szakaszt konnyen feloszthatunk adott (racionalis) aranyt ré-
szekre. Azt hihetnénk, hogy ez centiméter-skalaval ellatott vonalzdval konnyti, mert csak le-
mérjik és bejeloljiik a beosztast. A vonalzdval azonban csak milliméter nagysagrendig mér-
hetiink, €s ez sokszor probléméakhoz vezet. Példaul ha egy 20 cm-es szakaszt kell 10 : 7
aranyban felosztani, akkor 11,765 cm és 8,235 cm hosszusagu szakaszokat kellene felmérni,
amit nem tudunk pontosan kivitelezni. Vizsgaljuk meg egyszerili példan, hogyan lehet felosz-
tani egy tetszéleges hossziusadgu AB szakaszt 3 : 5 ardnyu részekre!

1. A szakasz egyik végpontjabol (az abran 4-bol) htizunk egy félegyenest (e), amire fel-

mériink 3+ 5 =38 egyenld kis szakaszt, a 3. utan megjeldlve az osztopontot (R).
2. Az utolso6 osztopontot (Q) 0sszekotjiik a szakasz masik végpontjaval (B-vel).
3. Az 6sszekoto szakasszal (OB szakasszal) parhuzamost huzunk a megjel6lt osztépon-

ton (R ponton) keresztiil. Ahol ez metszi a szakaszt, ott a megadott ardnyban 0szt6

p()l’lt (P)
B
P
(|
L —" +®;
e e {@f
25
0
Feladatok

— 24. Egy térképen két telepiilés tavolsaga 5,2 cm. Mekkora a valdsagban ez a tavolsag, ha a
térkép méteraranya 1:25000 ?
Megoldas: 1,3 km.

— 25. Egy négyszog oldalainak aranya 5:6:7:8. Hatdrozd meg annak a hozza hasonl6 négy-
szognek az oldalait, melynek a) legkisebb oldala 20 cm;  b) keriilete 416 cm.
Megoldas:

a) §:4; 6-4=24;28;32cm;b) L:M, az oldalak 80; 96; 112; 128 cm.
5 546+7+8
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77 26. Egy otszog oldalainak ardnya 6:8:9:12:15, egy hozza hasonl6 6tszdg kertilete 150 cm.
Mekkorak az oldalai?
Megoldas:

6+8+9+12+15=50, és % =3.Azoldalak: 6-3=18;8-3=24;27; 36; 45 cm.

=7 27. Igaz-e, hogy a haromszog oldalfelezd pontjait 6sszek6td szakasz (kozépvonal) az ere-
detihez hasonlé haromszdget vag le a nagy haromszogbol?

Megoldas: Igen, mert a két haromszog szogei egyenlok.

77 28. Egy egyenl8szari haromszog alapja 15 cm, egy hozza hasonlé haromszog megfeleld
oldala 25 cm. Hatarozd meg a két haromszog oldalait, ha a kisebb haromszog kertilete

37 cm.

Megoldas: 11 cm és % cm.

2N

29. Két hasonlo6 egyenlészart haromszog leghosszabb oldala 10 cm, illetve 25 cm, keriile-
teik kiilonbsége 33 cm. Mekkora a két haromszog keriilete?

Megoldas: 22 és 55 cm.

30. Egy paralelogrammat ugy vagunk el az egyik oldallal parhuzamos egyenessel, hogy az
egyik keletkezd paralelogramma az eredetihez hasonlé legyen. Hol kell meghtizni az

egyenest, ha a paralelogramma oldalai ayb=6cmésa=10cm; b)aésh?

Megoldas: A megfeleld oldalak aranyat felirva % = 2, ahonnan
X

2

x =—. Behelyettesitve az adatokat x = 3,6 cm.
a

a

i) 31. Egy A4-es oldal méretei 210 mm x 297 mm. Hogyan kell kétfelé vagni a lapot, hogy a
keletkezd két lap koziil az egyik hasonlo6 legyen az eredetihez? Hasonlo-e ekkor a ma-

sik is az eredeti A4-es laphoz?



4. modul: Hasonlésag és alkalmazésai Tandri Gtmutaté 31

Megoldas:

A hasonl¢6 sikidomok megfelel6 oldalainak aranya egyenlo,

2 21 210° i
ezert 297 = —0, ahonnan x = 0 ~148,5. Ez éppen 297 fe- | 210
210 «x 7 i

le, vagyis a lapot éppen félbe kell hajtani. Természetesen a ma- x '

sik fele is hasonlo6 az eredetihez.
. , 297 .t s C . -
Megjegyzés: A 210 ~1,414285714 tort érteke elég kozel esik V2 & 1,414213562 érté-

kéhez.

=7 32. Két haromszog koziil az egyiknek az oldalai: AB = 3,2 cm, BC = 6,4 cm és AC =
4,8 cm, a masiké EF =4,8 cm, FG =2,4 cm, és EG = 3,6 cm. Igaz-e, hogy a két ha-
romsz0g hasonl6? Ha igen, akkor mely oldalak és cstcsok felelnek meg egymasnak?

Megoldas: Hasonlok, E-C, G-A, F-B.

T 33. Két négyszog oldalai ebben a sorrendben 3 cm, 4,5 cm, 3,2 cm és 5,5 cm, valamint
6 cm, 9 cm, 6,4 cm és 11 cm. Hasonlo-e a két négyszog?

Megoldas: Nem biztos, a szogeitdl fiigg.

T 34. Egy haromszogrdl azt tudjuk, hogy két szoge 45 és 56 fokos. Egy masik haromszdgnek
van egy 79 és egy 56 fokos szoge. Hasonlo-e a két haromszog?

Megoldas: Igen.

T 35. Egy haromszog oldalai: 3 cm, 3,5 cm és 4,5 cm. Egy hozza hasonld haromszog keriile-
te 33 cm. Mekkorak az oldalai?
Megoldas: 9 cm; 10,5 cm; 13,5 cm.

— 36. Egy 0tszoget egy pontbol nagyitottunk, és az a oldala 2,5 cm-rdl 4,5 cm-re valtozott.
Mekkorak az 0j Otszognek az oldalai, ha az eredeti O0tszog masik négy oldala:
b=3,6cm, c=4cm, d =5,2cm, e =4,2cm. Hanyszorosara valtozott az 6tszog kerii-

lete és tertilete?

Megoldas: A nagyitas aranya k =g =1,8, igy az oldala rendre 6,48 cm, 7,2 cm, 9,36 cm,

b

7,56 cm. A keriilet 1,8-szeresére, a teriilet 1,8* = 3,24 -szeresére valtozik.
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— 37. A festok kinyujtott karjukkal méregetik az aranyokat a ceruzdjukon. Mekkoranak méri
az 1,2 méteres magassagot a festd, ha a modell t6le 4 méterre van, és a ceruzaval a

szemétol 50 cm-re mér?

b

Megoldas: Az ardnytartds miatt -1,2 = 0,15 méter, vagyis 15 cm magasnak méri.

38. Egy fényképész a miizeumban egy 150 cm magas képrdl szeretne fotot késziteni ugy,
hogy az egész kép magassaga lathatd legyen a foton. A fényképezdgépében 35 mm
magas a film, amin a kép keletkezik, és a film az objektivtél 100 mm-re talalhato. Mi-
lyen messze tegye a fényképezOgép allvanyat a képtdl? Készits vazlatot a feladat

megoldasahoz!

Megoldas:
Az abra szerint két hasonld hdromszog talal- . O 35

hat6, O mindkettdben a szarak metszéspontja. ‘ |

A nagyitas ardnya k = 135—;) =42,.86. A megfe- -~ S

’ x 10
leld méretek ardnya megegyezik, igy a két magassag ardnya is k-val egyenld. Eszerint a

gépet a képtdl 42,86-10=428,6 cm, ami kb. 4,3 méter tavolsagra kell tenni.

7 39. A torténetirok szerint Thalész arnyékuk
segitségével mérte meg a piramisokat
ugy, hogy leszurt egy botot a foldbe, és
kifigyelte azt a pillanatot, amikor azonos

hosszusagu a bot és az arnyéka. Ekkor a

piramis arnyéka is egyenlé a magassaga-

val.

Peti a testmagassagat akarja hasonldo modszerrel megmérni. Leszur egy botot a foldbe,
aminek 42 cm-es darabja all ki. Az arnyék hossza 26 cm. A sajat arnyéka 109 cm

hosszu. Milyen magas Peti?

Megoldas: ;—z -109 =176 cm magas.
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= 40. Az ABCD rombusz BC oldalanak H harmadol6 D\

pontjat 0sszekotjiik a D csuccsal, €és a DH egye-
nes ¢s AB egyenes metszéspontjat P-vel jeloljik.

Mekkora BP szakasz hossza, ha a rombusz oldala

12 cm? A

Megoldas:
A BPH ¢és az APD haromszogek hasonlosaga miatt felirhaté a megfeleld oldalak aranya:

%:%_ A négyszOg rombusz, vagyis AB = 12 cm. Mivel H harmadolé pont,

12—HC:E, ahonnan 12+ x=3x, innen

BH =4 cm. Behelyettesitve az adatokat:
X

x=06. A keresett tavolsag tehat 6 cm.

77 41. Rajzolj egy 7 cm hosszisagu szakaszt, és oszd fel a kovetkezd aranyu részekre:
a) 2:7, b) 3:5; ¢) 75% : 25%; d) 40% : 60%; e) 45% : 55%.
Megoldas: c) 3 : 1 aranynak felel meg; d) 2 : 3 ardnynak felel meg; e) 9 : 11 ardnynak

felel meg.

=7 42. Keresd meg a megfeleld aranyokat, és szamitsd ki a tabldzat hidnyzo részeit!

a b p q x y
10 | 16,67 15 25 18 48
2 2,8 5 7 6 | 144
20 12 14 | 84 | 10 16
§ | 112] 3 4,2 5 12
5 9 8§ | 144 | 6 | 168
9 6 6 4 12 20
16 12 12 9 24 | 42
6 10 9 15 12 | 32

Modszertani megjegyzés: a szinezett részek kiszamolandok.
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Il. Szogfiiggvények

Ha egy haromszoget nagyitunk vagy kicsinyitiink, a szogei nem valtoznak. Az aranytartés
kovetkeztében a megfeleld oldalak aranya szintén allando. Ebbél arra kovetkeztethetiink,
hogy a haromszogben a szogek ¢s az oldalak aranya kozott kapcsolat van. A trigonometria

(hdromszogtan) foglalkozik a haromszogek adatainak, a szogek és oldalak kapcsolataval.

A szbgek és tavolsagok kapcsolatat mar az dkorban is tanulmanyoztdk €s hasznaltak Kina,
India teriiletén csaktigy, mint Egyiptomban az épitkezéseknél. Kr. e. 3-400 koriil mar hasznal-
tak hurtablazatokat, s6t szinusztablazatokat is. Az elsd évszazadban a kor kdzépponti hegyes-
szogeihez tartozd hurok hosszat foglaltak tablazatba, félfokonként, és ismerték a két szog 6sz-
szegének és kiilonbségének szogfiiggvényeire vonatkozd képleteket (ma az emelt szinti érett-

ségi tananyaga).

Mbdszertani megjegyzés: Erdemes a hétkoznapi életbdl példakat gytijteni a szogfiiggvények
bevezetéséhez. Ilyen a kovetkezd is.

Az arnyékok délutan fokozatosan megnyulnak. Mindennek az arnyéka. Miért? Van-e valami
kozos a targyak magassaga és arny€kuk hosszénak aranyaban, ha ugyanabban az idében vizs-

galjuk azokat?

;
‘
’
.
q y
il
/
[ ’
i} .

Azért ndovekednek az arnyékok estefelé, mert a nap sugarai egyre kisebb szdgben érik a tér-
gyakat. Ha egy adott idopontban megvizsgaljuk a targyak magassagat és az arnyék hosszat,
akkor a kettd aranyat minden targy esetén egyenldnek talaljuk. Ez azért van, mert a targyakat
a napsugar ugyanabban a szogben éri. Tehat kapcsolat van a haromszogek szogei és oldalai-
nak aranya kozott. Ezt a kapcsolatot fejezik ki a szogfiiggvények, amelyek meghatarozasat

derékszogl haromszog segitségével végezziik.
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A hegyesszogek szinusza

Egy aluljarobol 17 méter hosszu, egyenes rampa vezet fel a jarda szintjére, és a rampa egyen-
letesen, 26,5°-0s szogben emelkedik a vizszinteshez viszonyitva. Ezekbdl az adatokbol meg-
hatarozhatd, hogy milyen mélyen van az aluljar6. Segitségiil hivjuk a valdsag egy modelljét:

jelen esetben az eredetihez hasonlé derékszogli haromszoget.

Szerkessziink egy 26,5°-0s derékszogli haromszoget példaul Z
5 cm-es atfogoval. A két haromszog megfeleld szdgei paron- 5 cm

ként egyenlok, ezért a két haromszdg hasonlo, tehat a megfe- :
lel6 oldalaik aranya is egyenld. Ha lemérjiik az ABC harom- y &b’ - B

sz0g 26,5°-0s szoggel szemkdzti befogdjat, akkor a =~ 2,2 cm-t kapunk. A keresett oldal hosz-

2,2-17

, I X a . )
szat x-szel jeldlve: T = 5 innen x = ~ 7,5 méter.

Segitségiil barmilyen 26,5°-0s derékszogli haromszoget hivhattunk volna, mert a szoggel
szemkozti befogo és az atfogd aranya a hasonldsag miatt allandd. Ezt a hanyadost a hegyes-

sz0g szinuszanak nevezziik, ¢és jelen esetben 4 tizedesjegyre kozelitd érteke ~ 0,4462 .

A szdggel szemkozti befogd, az atfogd és a jarda
hegyesszog kozott a szinusz szogfliggvény

teremti meg a kapcsolatot. A 26,5°-0s szog

szinusza kozelitdleg 0,4462. Ez a szorzo-

&

aluljaro

szam adja meg, hogy egy ehhez hasonlo

haromszogben az atfogdét mennyivel kell megszorozni, hogy megkapjuk a szoggel szemkdzti

befogot: sin 26,5° = %, ahonnan x =17-sin 26,5° ~ 7,59 méter.

(E

szoggel szemkozti befogd és az atfogdé hanyadosa.

gy o hegyesszog szinusza az o szogl derékszogl haromszogben az a

op szoggel szgmqutl befogd
atfogo
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. o 04462 08924 11,3386 11,7848
{7848 sin 26,5° = = = =
1 2 3 4

A szogek szogfiiggvényeinek értékét legegyszeriibben zsebszamologép segitségével tudjuk
meghatarozni. Szamologépet hasznalunk akkor is, amikor azt kell meghatdroznunk, hogy egy
adott szogfliggvényértékhez mekkora szog tartozik.

Jelenleg sokféle tudomanyos szamoldgépet talalunk a piacon. Leggyakoribbak a normal és a
DAL tipustak. A normal tipustakndl eldbb a szdmokat vissziik be, majd a miiveleteket va-
lasztjuk ki a megfeleld gombokkal. A DAL tipusu kalkuladtoroknal a képleteket olyan mdédon
vissziik be a gépbe, ahogyan azt a papirra leirjuk (példaul kezel torteket, és a szorzasjelet sem

kell bevinni, ha zarojeles kifejezést szorzunk).
A DAL tipust szamologépeknél a miiveletet elére jelezziik: [sin| 26,5°[ =
A normadl tipusuaknal a szogfiiggvény értékét igy hatarozzuk meg: 26,5°

,» Visszakereséshez” ugyanezeket a billentyiiket hasznaljuk: a vagy billentytivel

elérhetd masodik (sin™) funkcidjukat:

sin” sin”

DAL gépen: 'sin| 26,5°] =], normal tipusa gépen:  26,5°

A szdgek mértékegységei kozott a szamoldgépen talalhatd vagy gombbal valtha-
tunk. Amennyiben D iizemmadot jeldl a kijelzd, a megadott adatokat a szdmologép foknak

értelmezi. R esetében radidnnak, G esetén ujfoknak.

2. A hegyesszogek koszinusza

A szOg szinusza a derékszogli haromszogben a szoggel

szemkozti befogot és az atfogot kapcesolja 6ssze. Hasonldan

egy szOg Kkoszinusza Osszekapcsolja a szog melletti befogot

az étfogéval szdg melletti befogo
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Az 57 méter magas pisai ferde torony arnyéka 5 méter délben. Ezekbdl az adatokbol a koszi-
nusz szogfiiggvény segitségével kiszamithatjuk, hogy mekkora szoget zar be a talajjal a to-

rony. A szemléltetés kedvéért kicsit még jobban eldontéttiik a tornyot.

5
cosa =—
5

57
Zsebszamologép haszndlata

utan o ~ 85°.

Egy a hegyesszdg koszinusza az o szogl derékszogl haromszdgben az

o sz0g melletti befogo és az atfogd hanyadosa.

_ sz0g melletti befogé
- atfogo

Cos o

3. A hegyesszogek tangense és kotangense
Egy permetez0 repiildgép olyan helyen all, ahol
gyorsitas utan a fakig 81 méter szabad ut all
rendelkezésre a felszallashoz. A 81 méter alatt
10 méter magasra kell emelkednie. A pilotanak
felszallaskor az emelkedés szogét be kell allita-

nia. Mekkora a kérdéses szog?

A feladatban a derékszogii haromszog két befogoja és a

hegyesszog kozotti kapcsolatot a tangens szogfliggvény 10m

teremti meg: tga = g, ahonnan « = 7,04°. Ha a befo-

81m
gok aranyat forditva irjuk fel, a szog kotangensét kapjuk.

(E

szoggel szemkozti és az o melletti befogd hanyadosa.

gy o hegyesszog tangense az a sz0gl derékszogl haromszogben az o

—— sz0ggel szemkozti befogo
g szog melletti befogo
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(e

o sz0g melletti és az a szdéggel szemkdzti befogé hanyadosa.

gy a hegyesszog kotangense az a szogl derékszogl haromszogben az

o sz0g melletti befogé
o szoggel szemkozti befogo

Osszefoglalva: a hegyesszogek szogfiiggvényeinek definicioi

derékszogli haromszogben:

sing = szoggel szemkozti befogo _ a cosg = 298 mellettibefogo _ b

atfogo c atfogo c

_ szbggel szemkozti befogo _ a

szog melletti befogd b
tga ctga = =—

sz0g melletti befogd b sz0ggel szemkozti befogd a

Vizsgaljuk meg, hogyan valtozik a szog szinusza, koszinusza, tangense és kotangense a szog

valtozasaval!
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A szogfiiggvények értékeit altalaban négy tizedesjegyre kerekitjiik (mert az ezred nagy-
sagrendl eltérés fok nagysagrendii szogeltérést eredményezhet), a fokokban megadott szo-
geket egy tizedesjegyre.

Régebben szinusz- és koszinusz-tablazatokbol hataroztadk meg a szogfliggvények értékét (a
fliggvénytablazatban is talalunk ilyen jellegli tablazatokat), ma szamologépet (kalkulatort)
hasznalunk. Vegyiik észre, hogy a szogfiiggvényértékeknek nincs mértékegysége, hiszen

két tavolsag hanyadosaként értelmeztiik azokat.

Mintapélda,
Hatarozzuk meg zsebszamologéppel 52°12° szogfiiggvényeit!
Megoldas:

Egyes szamologépeken nem kell atvaltani a 12°-et fok- [sin]| 52 [o1n] 12[cn] [ = |

ka, kiilon billentyli talalhaté a fokperces adatbevitelre
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(DMS vagy °’” jelzéssel). Akinek nem ilyen a szdmoldgépe, elbtte at kell valtani a 12’-et

fokka: 12'= % =0,2°, ¢és 52,2°-ot kell beiitnie a gépbe.

0.180155)

A szamologép kiadja az eredményt: 0,790155.

Kerekitve 4 tizedesjegyre sin 52°12'=0,7902 .

Hasonlo6an, a tobbi szogfiiggvényérték: cos 52°12'=0,6129; tg 52°12'=1,2892 .

A szamologépen nincsen gomb, amivel ki tudnank szamolni ctg 52°12' értékét. A defini-

ciokbol azonban kideriil, hogy egy szdg tangense €s kotangense egymas reciproka, ezért

ctg 52°12=— L —0.7757.
tg 52°12'

Megjegyzések:
DAL tipusu szamologépeken a miivelet nyomdgombja utan a szdmok begépelése €s az egyen-
18ségjel hasznalata adja a szoget.

Amennyiben a szoget ivmértékben (radianban) adjdk meg, a billentytivel allithatjuk at a

szamologépet ivmértékre.

Mintapélda;

Az emelked¢ eldtti kdzlekedési tablara 12%-ot irtak. Ez azt jelenti, hogy a
vizszintes iranyu haladashoz képest a lejté emelkedése 12%. Hany fokos a

lejté emelkedési szoge?

Megoldas:
Az adatok felhasznélasaval vazlatot készitiink. Kérdés: @ nagy-

sdga. A megadott oldalak és o kozott a kapcsolatot a tangens SR

0,12-x '

szogfiiggvény teremti meg: tga = =0,12.
2ndf  tan’
Visszakeresve: a sz0g 6,8428°, kerekitve 6,8°. [ ] 0.12[=]

Mintapéldag

A négyzet alapu Nagy Piramis magassaga 146 méter, alapjanak
hossza 230 méter. Mekkora szdget zarnak be az oldallapok a

talajjal?
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Megoldas:
A vazlat mutatja az alaplap és az oldallap szogét és azt a
derékszogli haromszoget, amelynek segitségével a kere-

sett szog kiszamithat6. A két befogot a tangens szogfligg- 158
D \15 /o)
vény kapcsolja 0ssze: tg o = % = a~518°. ’

Modszertani megjegyzés: a kovetkezd feladatokban tavolsagokat kell kiszamitani szogfiigg-

vények segitségével, adott szogek mellett.

Feladatok

— 43. Hatarozd meg a kovetkezd szogek Osszes szogfiiggvényét szamologép segitségével!

Figyelj a helyes kerekitésre!
a) 10°; b) 30°; c) 45°; d) 70°; e) 20°; f) 60°;
g) 82,6°; h) 67,54°; 1) 12°6’; N T7°77.

— 44. Mekkora az ismeretlen hegyesszog, ha
a) sina =0,1234;  b) sina=0,3420; ¢) cosa=0,6820; d) cosa=0,0872;
e) tga =0,3891; f) tga =2,1445; g) ctgar =0,3245; h) ctga =3,1102.
Megoldas: a) 7,1°; b) 20,0° c¢)47,0% d)85,0° e)21,3° f)65,0° g)72,0° h)l17,8°.

— 45. Igaz-e, hogy egy hegyesszdg szinusza €s koszinusza mindig 1-nél kisebb szam? Indo-
kold a valaszt! Elmondhatd-e ugyanez a hegyesszogek tangensére és kotangensére?

Megoldas: A szinusz ¢és a koszinusz egynél kisebb, mert befogd ¢és atfogd hanyadosaként ér-

befogo

telmezziik. Mivel az 4tfogd hosszabb a befogonal, a
atfogo

arany mindig kisebb 1-nél.

Tangens ¢és kotangens esetén ilyen korlatozast nem talalunk.

— 46. Adott a derékszogli haromszog két befogdja: a =4,3cm, b =5,4 cm. Mekkorak a ha-

romszog szogei?

Megoldas: tgo = % = g , ahonnan « ~38,5°. A masik hegyesszog f=90°—a ~51,5°.

2
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— 47. A derékszdgii hdromszdg 26 cm-es befogdjan 32°-os szog nyugszik. Mekkora a ha-

romszog koré irt korének sugara?

Megoldas: r = %; c0s32°= é, ahonnan ¢ = 26

~ 30,66 cm, a sugar r =~ 15,3 cm.
c cos32°

— 48. Der¢kszogl haromszog 4 centiméteres magassaga az atfogobol egy 3 centiméteres

szakaszt vag le. Mekkordk a haromszog oldalai és

szogei? 3 B
Megoldas:
4 P a
tgﬂ=§:ﬂ=53,l°.a=90°—ﬂ=36,9°. 4
4 4 =
b=——=6,7cm, a =— =5cm, b
sina sin f#
c= ‘a ~ 8,3 cm.
sin

Megjegyzés: a értéke pontosan 5, hiszen pitagoraszi szdmharmas szerepel a feladatban.

49. Egy szimmetrikus trapéz hosszabbik alapja 18 cm, a rajta fekvo szogek 45°-osak, a
szarak hossza 5 cm. Mekkora a trapéz keriilete €s teriilete?

Megoldas:

A 45°-0s derékszogli haromszog specialis, befogoi

s/ i
egyenldk és 5=mn/2 , ahonnan / e \

5 m 18 m
m=—==35cm. x=18-2m ~10,93cm. A ke-

NG

18+10,93

rillet K =38,93 cm, a teriilet 7 = 3,54 ~5121cm’.

= 50. a) Egy lejt6é hossza 122 méter, hajlasszoge 7°35°. Milyen magasra visz a lejtd?
b) Egy lejtd hossza a, hajlasszoge o . Milyen magasra visz a lejto?

Megoldas: a) h=122-sin7°35'=16,1m; b) h=a-sinc.
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— 51. Egyenl6szara hdromszog alapja 10 cm, az alaphoz tartozé magassag szintén 10 cm.

Mekkorék a haromszog szogei?

Megoldds: tga = % =2 = a~634° B=180°—2a ~532°.

— 52. Mekkora a faltdl a tetd gerincéig tarto tetdgerendak hossza, ha az
egyenldszari haromszog keresztmetszeti tetd szélessége 7 méter, és a gerendak haj-

lasszoge a vizszinteshez képest 35° ?

9

COS

Megoldas: A keresett tdvolsag ~ 4,27 méter.

o

— 53. Egyenl6szart haromszogben a szarak hajlasszoge 70°, az alap 10,8 cm. Mekkora a

haromszog kertilete és teriilete?

Megoldas:
A szar hossza — 350 ~ 9,4 cm, a kertilet 10,8 +2-9,4 = 29,6 cm. A haromszog magas-
sin
saga . ’50 ~ 7,7 cm, teriilete 7,7-108 ~41,6cm’.
g

77 54. Egy létra labainak tavolsaga a talajon 86 cm, és 15°-ig hajtottuk szét a labait. Hany
foku a létra, ha a fokok 45 cm-enként kovetik egymast? Milyen magasan van a teteje a
talajtol, ha szétnyitjak?

Megoldas:

43 ~329,4 cm. % ~ 7,31, vagyis a létra 7 foku.

A 1étra hossza [ =

sin7,5°

43
tg75

Rl =1g75° = m= —~326,6 cm magasan van a teteje a talajtol.
m

77 55. Egy téglalap oldalai 10 cm és 15 cm. Mekkora szdget zarnak be az oldalak az atloval?

Megoldas: tgo = % =§ = a ~33,7°. A keresett szogek 33,7° és 90—-33,7°=56,3°.
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— 56. Az Eiffel-torony aljanak kézéppontjatol 150 méterre all egy aut6. Mekkora szogben
latszik a torony emeleteirdl, ha az emeletek 54 m, 115 m és 274 m magasan talalha-
tok?

Megoldas: A keresett szogek 70,2°, 52,5°¢s 28,7°.

=7 57. Egy forgaskup alapkorének sugara 10 cm, testmagassaga 25 cm. Mekkora a kap nyi-
lasszoge? (A nyildsszog a kiip csticsanal talalhato, ,,szemkozti” alkotok altal bezart
sz0g.)

Megoldas: tg% = 10 =% = a keresett sz0g ¢ ~43,6°.

25

77 58. Egy inka piramisrol tudjuk, hogy alapja egy 130 m, illetve 150 m oldalhosszisagh tég-
lalap, magassaga 18 m. Mekkora szoget zdrnak be az oldallapok az alaplappal?

Megoldas: Tangens szogfiiggvények alkalmazésaval a keresett szogek 13,5° és 15,5°.

=7 59. Mekkora szogben latszik és egy 7 cm-es hiir az 5 cm sugar( kor kozéppontjabol? Mi-
lyen tavolsagra van ez a hir a kor kozéppontjatdl?

Megoldas:

b

sina = = a=44,4°, a korcikk kézépponti szoge 88,8°. A ke-

resett tavolsag x = 5cosa =~ 3,6 cm.

i) 60. Mekkora szdgben latszik egy 10 cm-es hur a 8 cm sugart kor kdzéppontjabol? Milyen

tdvolsdgra van ez a huar a kor kozéppontjatdl? Mennyi a korivhez tartozé korcikk tertii-
lete és ivhossza?

Megoldas: 77,4°, 6,2 cm, 43,2 cmz, 10,8 cm.

7 61. Egy rombusz egyik atloja 10,2 ¢cm, oldala 6,8 cm. Mekkorak a szogei?
Megoldas: Koszinusz szogfliggvénnyel kiszamithatd, hogy a szogek 82,8°¢s 97,2°.
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— 62. Egy rombusz 4tl6i 16 cm és 12,6 cm. Mekkora az oldala, teriilete és a szogei?
Megoldas:
Felhasznaljuk, hogy a rombusz atloi merélegesen felezik egymast, és felezik a szogeket.

A keresett adatok 10,18 cm, 100,8 cmz, 76,4°¢s 103,6°.

=7 63. Egy szimmetrikus trapéz alapjai 6 cm és 10 ¢cm, szarai 5 cm hossztak. Mekkorak a
trapéz szogei?

Megoldas: 66,4°¢s 113,6°.

7 64. Egy szimmetrikus trapéz alapjai 16 cm és 10 cm, szarai 8 cm hossziak. Mekkorak a
trapéz szogei?

Megoldas: 68,0° és 112,0°.

i) 65. Egy trapéz hosszabbik alapja 21 cm, az ezen fekvo szogek 32°¢s 44°-osak. A 44°-o0s

szog melletti szar hossza 6 cm. Mekkora a trapéz keriilete és teriilete?

Megoldas: .
m=6-sin44°~4,17; J ]
m m
x=6-c0844°~432; d=— m ~7.87; 32 : : f14°
sin 32° y X

y=dc0s32°~6,67; c—21—(x+y)~10,01;
A keresett értékek: K =44,9cm, T = 64,7 cm’.

o 66. Az AD oszlop teteje a talajon az A-t6] 6 méterre levd B pontbol 45°-0s szogben latszik.

Az AB irdnyban addig tdvolodunk az oszloptdl a talajon, amig azt 30°-os szogben nem
latjuk. Milyen messze vagyunk az oszloptol?
Megoldas: D

DAB specialis haromszég, AD = AB =6 m. {g30° = %

ahonnan AC ~10,39 cm.
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i) 67. Hatarozd meg a haromszog teriiletét, ha két oldala 7 cm és 10 cm, a koztiik levo szog
28°-0s!
Megoldas:

T = % -oldal - oldalhoz tartozO magassag

Az AB oldalhoz tartozdé magassagot az ACT derék- C
szogli haromszogbdl szamitjuk ki: sin28°= = m
28°
ahonnan m = 7sin28°. % 0T B

T=%-10-7-sin28°z16,43 cm>.

77 68. Mekkora szoget zar be a két belsd, illetve a két kiilsd érinté egymassal annal a két kor-
nél, amelyek sugara 8 cm és 3 cm, és kozéppontjaik tavolsaga 16 cm?

Megoldas: A belso érintdk hajlasszoge 86,9°, a kiilséké 36,4°.

=7 69. Mekkora szoget zar be a két belsd, illetve a két kiilsé érinté egymassal annél a két kor-
nél, amelyek sugara 8 cm és 12 cm, és kdzéppontjaik tavolsaga 30 cm?

Megoldas: A bels6 érintok hajlasszoge 83,6°, a kiilsoké 15,3°.

77 70. A szank6 170 centiméteres kotelét a foldtél 22 cm magassagban rogzitették a szanko-
hoz, és a kotél végét a f6ldtdl 1,20 méter magasan huzzuk, 120 N erével. Mekkora a
hazoerd vizszintes és fliggdleges komponense?

Megoldas: A vizszintes komponens F -cosa ~ 98N , a fiiggdleges komponens

F-sina~69N .

2N

71. A {61dtdl 50 cm magasan 16g egy 2 m hosszl lancra erdsitett hinta. Milyen magasan

van a hinta a f61dtdl akkor, amikor a lanca a fiigg6legessel 18°-ot zar be?

Megoldas:
y=200c0s18°~190,2 cm. x =250 — y =~ 60 cm magasan van a hinta.
250
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77 72. Egy 76° nyilasszogl spotlampat egy gerendara rogzitettek 260 cm magasan, és ponto-
san fiigg6legesen lefelé iranyitottak. Mekkora a padlon megvilagitott teriilet?
Megoldas:
A megyvilagitott kor sugara r = 260 -1g38° ~ 203,13 cm. A kor teriilete 7' ~12,96 m™.

77 73. Egy félgdmb alaka domb sz€1ét61 16 méterre a domb a vizszintes talajhoz képest 17°-

os szogben latszik. Milyen magas a domb?

Megoldas: sinl7° = , ahonnan » =6,61m.

r+16

77 74. Mekkora annak a kornek a sugara, amelyhez a kort6l 15 ¢cm tavolsagra levo kiilsd
pontbdl hiizhat6 érintdk hajlasszoge 46°?7

Megoldas:

Az abra jeloléseinek megfelelden sin23° = , ahonnan

r+15

_ 15sin23°

r=———=9,6cm.
1—sin23°
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Vegyes feladatok

75. A dolgokat sokszor nem abrazolhatjuk az eredeti nagysagukban (példdul nem rajzolhatjuk
le eredeti méreteiben az Eiffel-tornyot vagy egy virust), ezért nagyitani-kicsinyiteni kell
azokat lehetdleg ugy, hogy a kapott kép valahogyan megfeleljen az eredeti targynak. Nem

biztos, hogy mindig az alakhiiség a legfontosabb szempont.

=7 a) Melyik térkép lehet mérethii, melyik mutatja legjobban a tavolsagok, illetve a teriile-

tek aranyat?

b) Gytijtsetek olyan helyzeteket kiilonbozd alkalmazasi teriiletekrdl, amelyekben az
egyes térképeket hasznalnatok!

Baranyi-féle vetilet Mercator-féle vetlilet (szdgtartd)
(dltalanostorzulasl) —==Cmmnilia=e=s._. = [TTTITTI YT TTTHT 1T D

Mollweide-féle vetiilet
(teriilettarto)

[Forras: Kézépiskolai foldrajzi atlasz, Cartographia, 2.p.]

Megoldas: a) Mérethli a Baranyi-féle, a teriiletek aranyat legjobban a Mollweide-féle, a tavol-

sdgok aranyat a Mercator-féle abrazolas 6rzi meg a legjobban.

— 76. Nagyitsd 1,5-szeresére az egyenest és a kort tartalmazo alakzatot a P pontbol!

a) b)
~ ~
= %
.
S Se—
/-' \}\\\\ . // i S \\\
f/ \\\\ __.'/ i . .Y
S ! \ \
| h P o By
5
i = \ P E \
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77. Szerkeszd meg az ABC haromszdg S stlypontjat, és nagyitsd abbdl a haromszoget 2-
szeresére, majd a kapott haromszoget tiikkrozd a stlypontjara! A keletkezé haromszog-
nek milyen vonalai lesznek az ABC haromszog sulyvonalainak egyenesei, €¢s milyen

pontjai az 4, B, C pontok?

Megoldas: sulyvonalai, illetve oldalfelez6 pontjai.

Modszertani megjegyzés: A koordinatageometriai feladatokat a jobb képességii gyerekeknek
ajanljuk. Nem igényel tobb eldismeretet az altalanos iskolaban tanultaknal, és fontosnak tart-

juk, hogy a tanulok a koordindtageometriai ismereteiket is szinten tartsak.

A

78. Abrazold és kosd ossze a koordinata-rendszerben a kovetkezd pontokat:
A(-6;4),B(—4; 1), C(—2; 4), D(—4; 7)!
a) Készitsd el a négyszog hasonld képét tigy, hogy az AB oldal képe az 4’B’ legyen,
ha A4°(1;2), D’(7; 11).
Megoldas: B'(7;-17), C'(13;2).

b) Szamitsd ki a megfelel6 oldalak aranyat!
Megoldas: 3 vagy %

c) Az 4, B és C pontok, illetve az 4, B’ és C’ pontok meghatdroznak egy-egy harom-
szoget. Rajzold meg a magassagokat, végezz méréseket, és hatarozd meg a két

magassag aranyat!

Megoldas: A magassagok hossza 3 és 9 egység, az arany 3 vagy %
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i) 79. Rajzold meg azt a haromszoget, melynek cstcsai: A(—4; 5), B(—7; —4), C(8; 2)! Ké-

szitsd el a haromszog hasonld képét tigy, hogy az AB oldal képe az A'B”’, és A’(9; — 4),

B’(15;—6) legyen! Szamitsd ki a hasonldsag aranyat is!

Megoldas: A hasonldsag aranya % , a keresett cstics: C'(11; 4).

= 80. Rajzol;j a fiizetedbe egy 6 cm oldalu négyzetet, és valahol a belsejében vegyél fel egy
O pontot! Kicsinyitsd a négyzetet az O pontbol a felére!

— 81. Szerkessz rombuszt, melynek oldala 7 cm, és egyik szoge 60°-0s!

a) Kicsinyitsd a rombuszt az egyik cslicsabol negyedére!

b) Kicsinyitsd az el6z6 csucsabol 2 -ére!

— 82. Szerkessz paralelogrammat, melynek oldalai 3 cm és 4 cm, és egyik szoge 30°-0s! Na-

gyitsd az egyik csticsabol 3-szorosra!

— 83. Szerkessz deltoidot, melynek szimmetriaatloja 10 cm, és oldalai 5 és 7 cm-esek!

Kicsinyitsd az 4tl61 metszéspontjabol felére!

=7 84. Az ABC haromszdg oldalfelezd pontjai P, Q és R. Milyen hasonld haromszogeket tala-
lunk az abran? A hasonlosagnak melyik alapesete teljesiil?
Megoldas: Minden kisharomszog egymashoz is, és az ABC haromszoghoz is hasonlo, mikvel

megfeleld szogeik egyallasuak, tehat egyenldk.

B
— 85. P és R harmadol¢ pontok. Igazold, hogy ABCA ~ PBRA !
Megoldas: Teljesiil az alapeset: két-két oldal aranya, és a kdzbezart P/ g e
szog paronként egyenld. I TS



4. modul: Hasonléség és alkalmazasai Tandri Gtmutaté 51

=7 86. Egy trapéz két alapja 12 és 5 cm.
a) Az atlokat berajzolva az alapoknal két haromszog keletkezik. Miért hasonl6 ez a két
haromszog?
b) A két haromszog hasonlosagat felhasznalva valaszolj a kovetkezd kérdésre: Milyen
hosszlisagu szakaszokra osztjdk egymadst az atlok, ha azok hossza 8 és 11 cm?
Megoldas:

Az 4tlok az alapok ardnyaban osztjak egymast, vagyis 12 : 5 ardnyban. Igy az atlok da-

rabjai -8~5,65cm és 8—5,65~2,35cm, valamint

2+5 12+5
11-7,76 =3,24cm.

11=7,76cm és

PaN

87. Mekkorak a trapéz szarainak meghosszabbitasaval kapott kiegészitd haromszog olda-
lai, ha a trapéz oldalai a hosszabbik alappal kezdve rendre

a) 10 cm, 6 cm, 3 cm, 4 cm; b) 11 cm, 5,4 cm, 6 cm, 3,5 cm ?

Megoldas: a) % ~1,71cm és g ~2,57 cm; b) 4,2 cm és 6,48 cm.

T7 88. Egy piramis magassagat ugy hatdrozzuk meg, hogy segitségiil hivjuk tarsunkat: a pi-
ramis és kozottiink oda allitjuk, ahol a sisakja legfelsd pontja éppen egyvonalban lat-
szik a piramis tetejével. A piramis téliink 2,4 km tavolsagban van, a tarsunk 5,52 mé-
terre. A szemiink 162 cm magasan, tarsunk sisakjanak legfels6 pontja 192 cm maga-
san van a talaj f616tt. Milyen magas a piramis?

Megoldas:

A talajjal parhuzamosan, 1,62 m magasan meghtz-
zuk az egyenest, igy két hasonld haromszog keletke-

2400  x —1,62
552 03

1,62
zik. A megfeleld oldalak aranyabol

b

2400

honnan x =132 . A piramis tehat 132 méter magas.

2N

89. Mekkora a szimmetrikus trapéz atloinak hajlasszoge, ha alapjai 20 cm és 14 cm, szérai

7 ¢cm hosszuak?
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Megoldas:
A trapéz magassiga 77 —3> =4/40,
m 2a

tga = ST = a ~20,4°. A kiilsdszog-tétel kovetkez-

14

20
tében a keresett sz0g 2a ~ 40,8°.

aN

90. Mekkora a szimmetrikus trapéz atloinak hajlasszdge, ha alapjai 14 cm és 8 cm, szarai 5

cm hosszuaak?

Megoldas: m=4 cm; tgo = % = a~20°2a~40°. A keresett szog koriilbeliil 40°.

A

91. Milyen hossztak a szabalyos 6tszog atlo1, ha oldalanak hossza
a) 8 cm; b) 11,8 cm?
Megoldas: a) 12,9 cm; b) 19,1 cm.

77 92. Hatarozd meg az ABC haromszdg szdgeit, ha A(-5;2), B(3;5), C(2;—4) !
Megoldas: 61,2°,63,1°¢s 55,7°.

=7 93. Akadalymentesitéshez egy 1épcs6re rampat terveznek. A 1épcs6k magassaga 20 cm,
hosszuk 30 cm, és 5 1épcsé visz fel a jardarol a bejarathoz (a 6. a bejarat szintje). Mi-
lyen hosszu legyen a rampa? Mekkora szoget zar be a jardaval?

Megoldas: 216,3 cm és 33,7°. — bejarat

120

180

— 94. Az Eiffel-torony magassaga 326 m, kilengése a legnagyobb szélben sem haladja meg a
12cm-t. Mekkora a torony tetejének a fiiggélegessel bezart szoge, ha a kilengés 12cm?
Megoldas: 0,02°.
Megjegyzés: ez egy nagyon j6 tervezoi eredmény. Kiilonbozo tornyok kilengését érdek-

16d6 tanuldk az interneten is kutathatjak.



4. modul: Hasonléség és alkalmazasai Tandri Gtmutaté 53

- 95. Egy 6,9 cm sugart korben mekkora szogben latszik az 4&tmérd egyik végpontjabol az a
8 cm hosszu har, amely az 4tmérd masik végpontjabol indul ki?

Megoldas: 35,4°.

77 96. Egy 10 cm sugart kor hiirja a kozépponttdl 5 cm-re talalhato. Szamitsd ki a hurhoz
tartozo kozépponti szoget!

Megoldas: A kdzépponti szog 120°.

2N

97. Mekkora annak a 12 cm oldalhosszisagu szabalyos sokszognek a teriilete, amelynek
oldalszama a)5; b)8&; c¢)12?
Megoldas:
Abra készitése utan a kozépponti szog és az oldalhossz segitségével kifejezziik egy kozéppon-
ti hdromsz6g magassagat, majd teriiletet szamitunk. Végeredmények: a) 247,7 cm?;

b) 695,29 cm?; ¢) 1612,2 cm®.



