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A modul célja

A mindennapi gyakorlatban el6fordulé térgeometriai problémaék és azok modellezése szakmai szami-
tasokban.

Idokeret

Ajanlott 6raszam:15 ora, a modulban kidolgozott 6rak szama: 8 tanora.

Ajanlott korosztaly

10. szakiskolai évfolyam

Modulkapcsolédasi pontok

Tagabb kornyezetben:
A mindennapi gyakorlatban el6fordulé térgeometriai problémak és azok modellezése szakmai szami-
tasokban.

Sziikebb kornyezetben:
Pitagorasz-tétel, geometriai alapismeretek, trigonometria.

Ajanlott megel6z6 tevékenységek:
Altaldnos iskolai ismeretek a térfogatrol és a felszinrdl, sikidomok teriiletének atismétlése.

Ajanlott kovetd tevékenységek:
Szakmai szamitasok.
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A képességfejlesztés fokuszai

Szamolas, szamitas, szamlalas:
A zsebszamologép biztos haszndlata. A miiveleti sorrend biztos alkalmazasa, kiilondsen a térgeomet-
ria 0sszetettebb képleteinél vald behelyettesitéskor.

Mennyiségi kovetkeztetés:
Testek ismert adataibol a tobbi elem kiszamitdsa. Nagyon fontos a jo vazlat elkészitése, melyen az
ismert adatokat célszerli szinessel kiemelni. A valosag targyainak geometriai modellezéséhez sziiksé-
ges képességek fejlesztése.

Becslés, mérés, valoszinliségi szemlélet:
Valosagbol vett feladatok matematikai atfogalmazésa, azok megoldasa, €s az eredmények értelmezé-
se. A feladatok varhaté eredményének becslése.

Szoveges feladatok, metakognicio:

Szovegértelmezes tovabbfejlesztése, a 1ényegkiemeld képesség fejlesztése. Csoportmunkaban a tarsak
jo gondolatainak megismerése, elfogadasa, helytelen kovetkeztetések cafolata. A geometriai feladok
algebrai megoldésa soran keletkezd hamis gyokok kivalasztasanak képessége.

Rendszerezés, kombinativ gondolkodés:

Az eddig tanult sikidomok keriiletének ¢€s teriiletének alkalmazédsa. A geometriai feladatok megoldasi
tervének elkészitési képessége. Az adatok rendszerezése, egy feladaton beliil a sziikséges egységrend-
szer kivalasztasa, és arra vald atszamitas. Geometriai fogalmak segitségével az absztrakcios képesség
fejlesztése.

Induktiv, deduktiv kovetkeztetés:
Osszefiiggések, képletek felfedezése gyakorlati tapasztalatbol kiindulva, azok 4ltalanositasa és alkal-
mazésa mas esetekben.
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TAMOGATO RENDSZER

e 7.1 munkalap: testek elemzése csoportmunkahoz.

e Bemutat6é (Power Point), amely tartalmazza az elméleti anyag vazlatat, a mintapéldakat és néhany csoportfeladatot.

AJANLAS

A modulban szerepld tananyag bizonyos részeiben tilmutat a ,,szokdsos” szakiskolai térgeometria tananyagon. Egyrészt a térfogat- és felszin-
szamitasi alapfeladatokkal el6készitjiik a késobbi szakmai szamitasokat, masrészt az érettségit ado képzésre tovabblépd tanuldknak segitiink ki-
csit magasabb szinten elmélyiteni az altalanos iskoldban tanult ismereteket. Ennek megfelelden nem kell minden feladatot megoldani a modul-
bol, a tanuldcsoport igényei €s tudasszintje szerint lehetdségiink van differencidldsra. A modul végén taldlhaté feladatgytlijtemény sok gyakorlo-

feladatot tartalmaz (0jabb differencidlasi lehet6ség), amelyekbdl valogathatunk az egyes testekkel kapcsolatos feladatok atvételekor is.

A mintapéldakat csoportmunkéban érdemes atvenni, a tanulok a megoldas soran ne hasznaljak a Tanulok konyvét.

A modul 6rdin javasoljuk a Polydron készlet alkalmazasat (elsdsorban csoportmunkéaban): testépités hdlo vagy leirds alapjan, a test adatainak
(élhosszak, testmagassag, lapszogek) mérése, a mért adatok felhasznalasa térfogat és felszin szamitasakor. Erdemes felhivni a tanulok figyelmét
arra, hogy a szoveget kék vagy fekete tollal irjak, az abrakat pedig grafittal és szines ceruzaval készitsék el, vonalzot hasznalva.

Igyekezniink kell megtalalni a csoportmunka ¢és az egyéni feladatmegoldas helyes aranyat, ezért a modulvazlatban tobb helyen szerepel a ,,tetszo-

leges modszerrel” megjegyzés. A frontalis tanari magyarazatokhoz érdemes a modulhoz késziilt bemutatot hasznalni.
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MODULVAZLAT

L, Eszkoz/Feladat/
Lépések, Kiemelt készségek, képességek
Gytijtemény

tevékenységek

I. Ismétlés

1. | Egyenesek és sikok kolcsonos helyzete, tavolsagok, hajlasszogek, | Metakognicio, figyelem, kooperacio, Osztalyterem elemei

kocka haloinak keresése kommunikécid Polydron, 7.1 munkalap

I1. A hasab és a henger

I —§—§S§—§—Sm§8m§m§y§
1. | A hasab és a henger szarmaztatasa, térfogata,felszine (képletek is) | Rendszerezés, figyelem, deduktiv és in- | Gumis modellek (henger)

duktiv kovetkeztetés

2. | Szamitasok (térfogat, felszin; tetszoleges modszerrel, elsdsorban Kooperacid, kommunikacio, 1., 2. mintapélda
csoportmunkaban) metakognicio, becslés, kombinativ gon- | 1-9. feladatok koziil valo-
dolkodas, abrazolas, szamolas gatunk
3. | Pitagorasz-tétel alkalmazasa, testatlo 3. mintapélda

10-13. feladat

4. | Hengerrel kapcsolatos szamitasok 5-6. mintapélda
14-25. feladatok koziil va-

logatunk
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III. A gula és a kup
tasa harom gulabol; tanari magyarazat) kommunikécid, kooperacid
2. | Gulaval kapcsolatos feladatok megoldasa (els6sorban csoportmun- | Kooperacid, kommunikacio, 26-31. feladatok koziil va-
ka) metakognicio, becslés, kombinativ gon- | logatunk
3. | Kuppal kapcsolatos feladatok megoldasa (elsdsorban csoportmun- | dolkodas, szamolas 32-38. feladatok koziil va-
ka) logatunk

IV. A csonkagula

metakognicio, becslés, kombinativ gon-

dolkodas, szamolas

1. | A csonkagula fogalma, térfogata, felszine (frontélis, tanari magya- |Rendszerezés, figyelem, deduktiv és in- | 7. mintapélda
razat) duktiv kovetkeztetés
2. | Csonkagulaval kapcsolatos feladatok megoldasa Kooperacid, kommunikacio, 39-45. feladatok koziil va-

logatunk

V. A csonkakup

metakognicio, becslés, kombinativ gon-

dolkodas, szamolas

1.| A csonkakup fogalma, térfogata, felszine (frontélis, tanari magya- | Rendszerezés, figyelem, deduktiv és in-
razat) duktiv kovetkeztetés
2. | Csonkakuppal kapcsolatos feladatok megoldasa Kooperacid, kommunikacio, 8. mintapélda

46-48. feladat
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VI. A gomb térfogata, felszine

1.| A gobmb fogalma, térfogata, felszine (frontalis, tanari magyarazat)

Rendszerezés, figyelem, deduktiv és in-

duktiv kovetkeztetés

2. | Gombbel kapcsolatos feladatok megoldasa (tetszoleges modszerrel)

Kooperacid, kommunikacio, 49-53. feladatok kozil va-

metakognicio, becslés, kombinativ gon- | logatunk

dolkodas, szamolas

VII. Feladatgytjtemény

1. | Feladatok megoldasa (tetszéleges modszerrel)

Kooperacio, kommunikacio, 54-74. feladatok koziil va-

metakognicio, becslés, kombinativ gon- |logatunk

dolkodas, szamolas
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I. Ismétlés

A lakasban szeretnénk atalakitasokat végezni: 01j falat emelni gipszkartonbol, klimat beszerel-
tetni, a falat lefestetni. Csupa olyan probléma, amelynek megolddsédhoz alapvetd térgeometriai
ismeretekre van sziikség: a festék mennyiségének meghatarozasahoz teriiletet, felszint kell
szamolni, a megfeleld hiitérendszer kivalasztasdhoz pedig ismerniink kell a helyiség térfoga-

tat.

Modszertani megjegyzes: A fogalmakat képszerusitjiik, mert szakiskolaban nem cél a
matematika elvi kérdéseinek és felépitésének megismerése. Az alapfogalmakat (testek
szarmaztatasa, térfogat és felszinképletei) azonban az alkalmazas szintjén megkdoveteljiik,
mert ezek hasznalata eléfordulhat a hétkoznapi munka sordn. A bevezetd ora célja az ismétlés
eszkozok (Polydron) felhasznalasaval.

A modul feladataiban a szogfliggvényeket és a Pitagordsz-tételt is alkalmazzuk. Amennyiben

sziikségét érezziik, érdemes a tanulokkal néhany alapfeladat segitségével ezeket atismételni.

Két egyenes kolcsonos helyzete a térben lehet metszd, parhuzamos vagy kité-

10.

Két sik kolesonos helyzete a térben lehet parhuzamos vagy

metszo.

Egyenes és sik kolesonos helyzete a térben lehet parhuzamos vagy metszo.

Modszertani megjegyzés: A tavolsagok értelmezését javasoljuk frontalis munkaban atvenni,
felhasznalva az osztalyterem objektumait: a falak talalkozéasat, az ajtd felsé sarkat, a tabla
csucsat stb. Tanuloink sikere gyakran mulik a kreativ eszk6zhasznalaton, ezért probaljuk mé-
terrad nélkiil, egyezményes tavolsdgegységet bevezetni (pl. konyodk), €s kreativitast igényld

feladatokat kitlizni a csoportoknak (pl. mérjék meg, hogy hany konyok a félig kinyitott ajto
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sikjanak és a keretben taldlhatd valamelyik csavarnak a tavolsdga; vagy mennyire kellene

kinyitni az ajtot, hogy ez a tdvolsag pontosan 7 konyok legyen).

A hajlasszogek értelmezéséhez a Polydron készletbdl érdemes épiteni egy nagy gulat és
csonkagulat, és a szogmérd segitségével azon megmutatni pl. a sikok hajladsszogét vagy a

testmagassagot. Itt is megmérhetd a csucsok €s az ket nem tartalmazé oldalsikok tavolsaga.

A tanari magyarazat utan minden csoport megépiti a testeket a Polydron modellbdl, és a 7.1
munkalap kitoltésével megvizsgalja a testeket (1d. késébb). Ha van olyan tanulo, aki nem érti

a tavolsagokat és a hajlasszogeket, a csoportmunka alkalméval elmélyitheti az ismereteit.

Tavolsagok

Pont és egyenes tavolsagan a pontbdl az egyenesre

bocsatott merdleges szakasz hosszat értjiik.

Pont és sik tavolsagan a pontbol a sikra bocsatott me-
réleges szakasz hosszat értjiikk. Definicio szerint: egy
egyenes merdleges a sikra, ha a sik Osszes egyenesére
merdleges. A jelolés azért dupla derékszog, mert igazolhatd a kovetkezd allitas: ha egy egye-
nes merdleges a sik két metsz6 egyenesére, akkor merdleges a sikra, vagyis a sik minden

egyeneseére.
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Parhuzamos egyenesek tavolsagat az dket 6sszekoto,
rajuk merdleges szakasz hossza adja. Fogalmazhatunk
ugy is, hogy az egyik egyenesen kivalasztunk egy tetszo-
leges pontot, és ennek a pontnak a masik egyenestdl vald

tavolsaga adja a két egyenes tavolsagat.

Parhuzamos sikok tavolsagat az dket 0sszekotd, rajuk
merdleges szakasz hossza adja. Fogalmazhatunk tgy is,
hogy az egyik sikon kivalasztunk egy tetszéleges pon-
tot, és ennek a pontnak a masik siktdl vald tavolsaga

adja a két sik tavolsagat.

Egyenes és vele parhuzamos sik tavolsagat az egyenesre €s a sikra egyarant merdleges, ko-

zottiik elhelyezkedd szakasz adja. Fogalmazhatunk ugy is, hogy az egyenesen kivalasztunk

egy tetszdleges pontot, ¢és ennek a pontnak a siktol valo tavolsdga adja az egyenes €s a sik

tavolsagat.

Hajlasszogek

Egyenes ¢és sik hajlasszogén értjiik az egyenes és ennek a
sikra esé merdleges vetiilete altal bezart szoget. Ha a
vetiilet egy pont, akkor az egyenes merdleges a sikra.

Mas esetben az igy kapott képegyenes és az eredeti

egyenes hajlasszoge adja az egyenes ¢€s a sik hajlasszogét.

Két kitéré egyenes hajlasszogét a veliik pairhuzamos, egy-

mast metszd egyenesek hajlasszoge adja.

e

e ¢s [ hajlasszoge megegyezik
/és ¢ hajlasszogével (o)

Két sik hajlasszogét ugy kapjuk, hogy a metszésvonalra, annak egy tetszéleges pontjaban

mindkét sikban egy-egy merdleges egyenest bocsatunk.

Ennek a két egyenesnek a hajlasszoge adja a két sik hajlas-

szO0gét. Két sik hajlasszoge derékszognél nem nagyobb.
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7.1 munkalap alkalmazasa

Modszertani megjegyzés: A testek elemzéséhez épittethetiink testeket a készlettel: egy hasabot
¢s egy gulat (esetleg csonkagulat is), amelyen a tanulok méréseket €s szamitasokat végeznek a
7.1 munkalap segitségével. A vizsgalatok célja a sikidomok legfontosabb tulajdonsagainak
(oldalak jellemzo6i, egyenld szogek, szogparok, teriilet- és keriiletképletek) felelevenitése,

masrészt a tanulok megszerzik a késobbi, testek szarmaztatasahoz sziikséges tapasztalatokat.

A testek vizsgalatakor a kovetkezd kérdésekre 6sszpontositunk:

e ¢lek, lapok, csucsok szdma;

e hatarolo6 sikidomok, azok kertiletét és teriiletét mérések alapjan hatarozzak meg a tanulok;

e lapszdgek (mérhetdk a Polydron készlethez adott szogmérdvel) — alapél és oldalél hajlas-
szoge, alaplap és oldallap hajlasszoge, két oldallap hajlasszoge gulanal,

e testmagassagok értelmezése hasabok, gulak, csonkagulak esetében.

A test elnevezése:

Elek szama:

Csicsok szama

Lapok szama

gy mértiik a testmagassagot:

A testmagassig hossza:

Hatérold sikidomok (elnevezések, a sikidomok oldalhossza, teriiletik, keriiletik).

Az alapél és az oldalél hajlasszoge(i):

Két szomszédos oldalél hajlasszage(1):

Az alaplap és az oldallap hajlasszoge(i):

Két szomszédos oldallap hajlasszige (1)

A test térfogata annak a térrésznek a mértéke, amelyet a test feliilete hatarol. A térfogatot

mindig valamilyen térfogategységhez hasonlitjuk, amely az egységélii kocka térfogata.
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Modszertani megjegyzeés: Célszerli régi térfogategységeket feleleveniteni, esetleg a

torténetiikkel és atszamitasukkal kapcsolatban internetes kutatas-projektet inditani.

A test felszine a testet hatarolo feliilet teriilete. Siklapokkal hatéarolt testek esetén a hatarolo

lapok teriiletének Osszege.

Poliédernek neveziink egy testet, ha azt véges sok sokszoglap hatarolja. A poliéder konvex,
ha barmely két pontjanak 6sszekotd szakaszat is tartalmazza.

A poliéder szabdlyos, ha élei, élszdgei és lapszogei egyenldk. Osszesen 6t ilyen test van:
tetraéder (4 lap), hexaéder (kocka; 6 lap), oktaéder (8 lap), dodekaéder (12 lap), ikozaé-
der (20 lap).

ARG

Egyéb poliéderek:

A test haléja poliéderek esetén az a sokszoglap, amelyet ha egy siklapbdl kivagunk, akkor
Osszehajtogathat6 beldle a test feliilete.

Modszertani megjegyzés: Feladhatd a csoportoknak a kovetkezd feladat: 2 perc alatt melyik
csoport talalja meg a kocka tobb halojat?
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II. A hasab és a henger

Modszertani megjegyzés: A hasab €s a henger esetén a szemléltetést ,,gumis” modellek segit-
ségével végezziik, amelyeket magunk is elkészithetiink: két egybevagd kort vagy sokszoget
vagunk ki vastag kartonbdl, és ezeket egyenld hossziusagh gumiszalakkal egymashoz rogzit-
jiik (pl. apré lukakat farunk a korok szélén, és ezeken vezetjiik 4t a gumiszalakat). fgy a tanu-
16k kénnyen megértik, hogy a henger és a haséb esetén az alaplap és a feddlap egybevago, €s

a testmagassag is szemléletesen mérhetd egyenes vagy ferde hasab (henger) esetében.

Adott az alapsikon egy sokszog (alaplap), ¢s egy egyenes, amely az alapsikkal nem parhu-
zamos. Ha a sokszog minden pontjan keresztiil parhuzamost htizunk az adott egyenessel, ha-
sabfeliiletet kapunk. Ezt elmetsziik egy, az alapsikkal parhuzamos sikkal (fedélap). Az igy
keletkezd korlatos (zart) térrészt nevezziik hasabnak. Egyenes hasabot kapunk, ha az adott
egyenes merdleges az alapsikra. Az oldallapokat egylitt palastnak nevezziik. Az alaplap és a

fedolap sikjanak tavolsaga adja a hasab magassagat.

Hasab Egyenes hasab

A hasab térfogata: V = alapterilet - testmagassag,

felszine: A = 2 - alaptertilet + a palast terllete.
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A térfogat- és felszinképletek bizonyithat6 allitasok. A téglatest és a kocka specialis hasabok.
e A kocka térfogata: V' = a’, felszine A = 6a* (a a kocka élhossza).
o A téglatest térfogata V' = abc, felszine 4 = 2 (ab + bc + ac) (a, b és c a téglatest egy
csucsabdl kiindulo éleinek hossza).
Modszertani megjegyzés: A Polydron készlet és hurkapalca segitségével tanulmanyozhatjuk a
testek testatloit, lapatloit, hajlasszogeit. Javasolt téglatesteket, hasabokat épittetni a tanulokkal
csoportmunkaban, azon méréseket végezni, kiszadmitani a lapatlokat, testatlokat, hajlasszoge-
ket (pl. atlo és €1, atlo és lap), és a mért adatokat Gsszehasonlittatni a szdmitott adatokkal. Ha-
tékony modszer, ha a tanulok parban végzik a méréseket €s szamitasokat: elobb egy téglates-
ten mér az egyik tanulo, szamit a masik, majd egy szabalyos hatszog alapt hasabon felcseré-
lik a szerepeket. A csoport masik parja szintén ugyanezen a két testen dolgozik, és a parok
egyeztetik az eredményeket.
gy a mintapéldak helyett a gyakorlat soran megépitett testeken végezhetiink szamitasokat.
Mindenképpen javasolt térfogatot €s felszint szamittatni, rajzoltassunk testhalot, irassuk be az
adatokat a megfeleld élekre, és szogfiiggvények alkalmazéasaval szamittassunk hajlasszogeket

1S.

A hengert a hasabhoz hasonléan szarmaztatjuk.

Henger Korhenger Egyenes Egyenl6 oldala
korhenger he

nger (d = M)

Adott az alapsikon egy gorbe vonallal hatarolt sikidom (alaplap), és egy egyenes, amely az
alapsikkal nem péarhuzamos. Ha a gorbe minden pontjan keresztiil parhuzamost huzunk az
adott egyenessel (alkotok), hengerfeliiletet kapunk. Ezt elmetssziik egy, az alapsikkal parhu-
zamos sikkal (feddlap). Az igy keletkezd, az alaplap és a feddlap kozé esé térrészt nevezzik
hengernek. Ha a gorbe kor, a test neve korhenger. Egyenes korhengernél az alkotok mero-
legesek az alapsikra. A test gdrbe hatarold feliiletét palastnak nevezziik. Az alaplap és a fe-

dodlap sikjanak tavolsaga adja a testmagassagot.
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A hasab térfogatahoz hasonld a henger térfogata: az alapteriilet és a testmagassag szorzata-

val hatarozhatjuk meg. Korhenger esetén: V = > -7 - M , ahol r az alapkér sugara, M a

testmagassag. y
Az egyenes korhenger (a tovabbiakban ezt nevezziik K i = 27T
hengernek, ha a feladat szovege nem utal a henger egyéb = M M

tulajdonsagaira) felszinének kiszdmitasakor figyelembe

vessziik, hogy a henger paléstja sikba kiteritve téglalap.

l A henger felszine: A=2r’7 +2raM =2rz(r+ M). l

A henger ¢€s a hasab esetében ugyanugy szamitjuk ki a térfogatot:

l A henger térfogata: V = alapterllet - testmagassag. l

Modszertani megjegyzés: Az aldbbi mintapéldat frontdlisan, a bemutatd segitségével vegyiik

at. Valaszthatjuk a két mintapélda feldolgozéasa helyett Polydron készlet alkalmazéasat az

elobb leirt modon.

Mintapélda,

Az é4bran lathaté prizma egy fényképezOogép alkatrésze. Négy darab

téglalap hatarolja, amelyek koziil a szomszédosak egy-egy oldala ko-

z0s €és 4 cm hosszl, valamint két szimmetrikus trapéz, amelyek alapjai

4 cm és 2 cm, magassaga 2 cm. Eszrevehetjiik, hogy ez egy trapéz

alapu egyenes hasab. A két trapéz sikja merdleges a prizma alap- €s feddlapjara. Szamitsuk ki
a prizma felszinét és a térfogatat!

Megoldas:

A felszin kiszamitdsdhoz sziiksé-

giink van a trapéz szarara:

c=~22+1' =45

A test halgjat felrajzolva lathatok a

testet hatarolo sikidomok. A fel-

szin ezek teriiletének Osszege:
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A:4-(2\/§+2+4)+2—;4-2:30+8\/§z47,9.

A térfogat kiszamitasdhoz felhasznaljuk, hogy a test egy trapéz alapt egyenes hasab, az

alapteriilet a trapéz teriilete: T :¥-2:6(cm2), a testmagassag M = 4 (cm), igy

V=T-M=24.A felszin 47,9 cmz, a térfogat 24 cm’.

Mintapélda,

Egy négyzet alapu ferde hasab két oldallapja téglalap, masik két oldallapja olyan paralelog-
ramma, melynek egyik szoge 60°. Mekkora a hasab térfogata €s felszine, ha az alapél 14 cm,
az oldalél hossza 20 cm?
Megoldas:

Abrat készitiink, és rairjuk a megfelelé adatokat. Az

alapteriilet 7' = 14> =196 (cm?). ; “‘E
6\ ./'-1;

Az egyik alapél és az oldalél altal alkotott derékszogii

haromszogbdl szamithato a testmagassag, amely ebben az esetben az egyik oldallap ma-
gassaga is egyben: sin 60° = % , ahonnan m =20-sin60° ~ 17,32 (cm).

V=T-m~33947, A=2-(14"+20-14+14-17,32) ~1436,96 .
A térfogat 3394,7 cm’ , a felszin 1436,96 cm®.

Feladatok

Modszertani megjegyzés: A kovetkezd feladatokat csoportmunkaban dolgozzuk fel: mindenki
1-1 részfeladattal foglalkozik a csoportbdl. Adott idore (példaul 8 perc) kell végezni. Az érté-
kelés a megoldas helyessége alapjan torténik, a csoportban el6szor a négyzetes oszlop térfoga-
tanak és felszinének képletét kell megkeresni, majd a munkamegosztasrol kell donteni. Az
elkésziilt csapattagok segithetnek tarsaiknak, ellendrizhetik 6ket.

Gyengébb képességli tanulok esetén a képleteket kozdsen is meghatarozhatjuk. Ekkor a meg-

oldashoz kevesebb 1d6t adunk.

— 1. Mekkora az a alapélii, b oldalélii négyzetes oszlop térfogata és felszine, ha
a)a=12cm, b =2 dm; b)a=24cm,b=35mm; c¢)a=400mm,b=4dm;
d)a=55mm,b=0,3dm?
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Megoldds: a) 2880 cm’, 1248 cm?; b) 20,16 cm’, 45,12 cm?; ¢) 64 dm*; 96 dm?;

d) 90,75 cm’; 126,5 cm”.

T 2. Egy négyzetes oszlop magassiga haromszorosa az alapélnek. To6ltsd ki a tablazat hiany-

z0 részeit!
alapél térfogat felszin
a) | 6cm 648 cm’ 504 cm’
b) | 4,6 dm 292 dm’ 296,24 dm’
c) | 7em 1029 cm’ 686 cm”
d) [25m 46,875 m’ 87,5m’

Megoldas: A tanuldknak a sziirke celldk adatait kell kiszamitaniuk.

7 3. Egy épitkezéshez 32 darab, négyzetes oszlop alapu gerendat hasznalnak fel. A gerenda
keresztmetszete 10,5 cm x 10,5 cm, hosszuk egységesen 8,4 m.
a) Hany m’ a gerendak térfogata 6sszesen?
b) A gerendékat olyan feliiletkezeld anyaggal vonjak be, amelynek kiadossaga
10 m?/liter (azaz 10 m* kezeléséhez egy liter vegyszer sziikséges). Hany liter vegy-
szerre van sziikség?
Megoldds: a) 32-2,96m’ ~94,72m’ ; b) 35500,5 cm” ~ 3,5 m” egy gerenda felszine, az dsz-

szes felszin: 112 m?, ehhez 11,2 liter favéds anyag kell.

T 4. Szamitsd ki az egyenl8szart haromszog alapt haséab térfogatat és felszinét, ha az alaplap

alapja 50 cm, szarai 45 cm hosszlak, €és a hasdb magassaga 70 cm!

Megoldds: Az alaplap magassaga m = /45 —25> =+/1400 ~ 37,4 (cm), az alapteriilet

_a-m_50-374
2 2

A=2T+P=2-935+(50+2-45)-70=11670.

T ~935(cm?), V =T -M = 65450 .

A térfogat 65450 cm’, a felszin 11670 cm®.
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77 5. Az alabbi lakas szobdiba és konyhéjaba szeretnének klima-

berendezést vasarolni. A lakas magassaga 2,8 méter. Becsiil-

jik meg, mekkora teljesitményii berendezéseket vasarolja-

nak az egyes helyiségekbe! Atlagosan 35 W/m’ teljesit-

ményegységgel szamolhatunk.

Megjegyzés: A kapott érték valoban becslés, mert a kivant !
teljesitmény fligg a helyiség hasznalatanak jellegétdl, a ben-
ne tartdzkodd személyek szamatodl, a burkolofeliiletek anya-
gatdl, a tajolastol stb.

Megoldds: A konyha térfogata 3,6-4,3-2,8 ~ 43,3 (m’), a sziikséges teljesitmény
433-35W =1515,5 W =~ 1,5 kW . Hasonl6an szamolva: 1. szoba: 44,5 m’ és 1,6 kW;
2. szoba: 70 m’ és 2450 W ~ 2,5 kW; 3. szoba: 32 m’® és 1120 W ~ 1,1 kW.

- 6. Egy 9 cm oldalhosszusagu kocka sarkaibol levagunk egy-
egy 3 cm oldalélii kockat az dbra szerint. Mekkora a meg-
marado6 rész térfogata és felszine?

Megoldés: V =9"-8-3 =513, 4=6-9> =486.

A térfogat 513 cm’ | a felszin 486 cm’.

Modszertani megjegyzés: Csoportmunkahoz ajanlott, hogy a tanulok szamitsak ki padjuk fa-
anyaganak (vagy butorlapanyaganak) térfogatat és felszinét. Hatarozzak meg, hogy milyen

adatokat kell megmérniiik, végezzék el a méréseket, majd a szamitasokat.

7. Egy téglatest egyik ¢le 3 m-rel hosszabb a masiknal, a harmadik éle 20 m, a térfogata
2600 m’. Mekkorék az élei és a felszine?
Megoldas: Masodfokura visszavezethetd egyenletet kapunk (a a rovidebbik ¢€l):
2600 = a(a +3)20, ahonnan a hidnyz6 élek 10 m és 13 m, a felszin 1180 m’.

T 8. Egy ajtoban az iiveg keretét 8 cm széles és 3 cm vastag deszkabol készitet-
tek. Az ajté 210 cm magas és 86 cm széles, az liveg 8 mm vastag. Az ajtod

térfogatanak hany szazaléka az iiveg térfogata?



7. modul: Térgeometria Tandri Gtmutaté 19

Megoldas: Az tivegtabla méretei: 194 cm x 70 cm, a térfogata V, =194-70-0,8 =10864
(cm’), a keret térfogata V, =2-(210-8-3+70-8-3) =13440 (cm’). Az iiveg

4
Vi,

-100=44,7% .

T 9. Egy szabdlyos hatszog alapu hasab alapéle 12 c¢m, testmagassaga 25 cm. Szamitsd ki a
térfogatat és a felszinét!

Megoldds: V = 9353 cm’, A~ 2548 cm’.

Mintapélda;

Egy ideiglenes, téglatest alaku szinpad vas keret¢hez merevitésként be kell hegeszteni sikon-
ként egy-egy lapatlot és két testatlot (amelyek metszik egymast, ezért a két testatlot négy egy-
forma darabbol kell 6sszedllitani). Szamitsuk ki, hogy a kerettel egylitt milyen hosszl vas-
anyagra lesz sziikség, ha a szinpad 1,6 m magas, ¢s 10 m x 6 m a feliilet, amin fellépnek a
miuvészek. Mekkora szogben illeszkedik egyméshoz a két testatld és milyen hosszll az a négy
darab, amibdl dsszehegesztve megkapjuk ezt a merevitést?

Megoldas:

A téglatest lapatloit Pitagorasz-tétellel szamitjuk - 7

ki: x=46"+16" =4/38,56 ~ 6,21 (m); z \
y =46 +10% =136 ~ 11,66 (m); 7 —
z=4/1,6% +10% =4/102,56 ~10,13 (m). d

A testatlot a kiemelt derékszogli haromszogbdl Pitagorasz-tétellel hatarozzuk meg:

d*=10>+x* =10 + 6> +1,6%, ahonnan d* =138,56, d ~11,77 (m).

A megfelel6 darabok hosszat 6sszeadva kapjuk a sziikséges anyagmennyiséget:
4-(10+6+1,6)+2-(x+y+2)+2-11,77 =150, vagyis 150 m anyagra van sziikség.
A hajlasszog kiszamitasahoz derékszogli haromszoget

keresiink a testatlok altal meghatarozott sikban.

Szogfiiggvény segitségével tga = =%, ahonnan , T

a = 31,8°. A keresett hajlasszog 2a =~ 64°.

A feladat megoldasa soran lattuk, hogy a testatlé hossza hogyan fiigg az oldalak hosszatol:
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&’ =a’ + b’ + . Ebbél kapunk egy altalanosan is igaz osszefliggést:

c

a

a+b+c=d
b

A téglatest testatlojanak hossza: d =va’ +b° +c* , ahol a, b és c

a téglatest egy csucsban 0sszefutd élei.

Mintapélda,

Hogyan fligg a kocka testatlgjanak hossza a kocka oldalhosszatol (a)?
Megoldas:
A kocka is téglatest, igy a testatlora kapott dsszefliggést itt is al-
kalmazhatjuk. Most minden oldal egyenld:

d=+a*+a* +a* =~/3a* , ahonnan d = a+/3 .

Feladatok

77 10. Egészitsd ki a tablazat hianyzo részeit! a, b és ¢ egy téglatest egy cstucsban dsszefutd
¢lei, d a testatld, A a felszin és V' a térfogat.
a b c d A V
a) Scm 8 cm 10cm  13,7¢cm 340 cm® 400 cm®
b) 123cm 046dm 72mm  I5em  356,5cm* 4074 cm’
¢c) 10m 20 m 26m  343m 1960 m* 5200 m’®
d 6cm Ilem 148cm  194cm  6352cm® 9768 cm’
e) 8dm 16dm  19dm  26,1dm  1168dm* 2432 dm’

Megoldas: A sziirke cellak értékének kiszamitasa a feladat.

i) 11. Mekkora szoget zar be a kocka testatlgja

a) a kocka ¢leivel;  b) a kocka lapjaival; c) a kocka egy masik testatlojaval?

Megoldds: a) tga =2, a~54,7°;b) 90°—a ~353°; \ \fm@
A M
k\@\/__ a

oL
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a\/z a

5

c) siné =2 -2 _ ﬂ , B =109,5°. Azonban a hajlasszog 90°-nal nem na-
2 d a3 3
2 2

gyobb, ezért a keresett sz0g  mellékszoge: 70,5°.

T 12. Mekkora a kocka térfogata és a felszine, ha testatloja 12 cm?

Megoldas: A testatlo: d =12 = a~/3, ahonnan q = 12 =43 . A térfogat

N

V =a® =1924/3 ~332,6 cm’, a felszin 4 = 6a> = 288 cm’.

i) 13. Mekkora szdget zar be a 4 cm alapélii, 499 cm® térfogatn, szabalyos hatszog alapt ha-

sab leghosszabb testatloja az alaplappal?

Megoldas: /
a*3 1% :
4

Az alapteriilet 7=6- :24\/3, a magassag M =—~=~12 cm. ,
p gassag T _,/ M

tga=£=2=§,ahonnan a~563°. LA 2a [
2¢ 8 2

Hengerrel kapcsolatos feladatok

Modszertani megjegyzés: A mintapéldak és a feladatok feldolgozasat csoportban célszerti
feldolgozni. Hasznaljuk a modulhoz késziilt bemutatét: a mintapéldakat vetitsiik ki, hagyjunk
a csoportoknak néhdny percet a megoldasra, majd egyiitt ellendrizziik az eredményt. A minta-

példakban alapfeladatokat taldlunk. A Tanulok konyvét ekkor a gyerekek ne hasznaljak!

Mintapélda;

Az tivegben a cimke szerint 750 ml méz talalhatd. Milyen magasan all a

méz a henger alaku livegben, ha az alaplap belsé atmérdje 9 cm? g— q
Megoldas: L

750 ml = 750 cm’. A térfogat képlete V =2 - - M , behelyettesitve
750=4,5"-7-M = M ~118 cm.

A méznek az livegben kb. 12 cm magasan kell allnia.
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Mintapéldag

Egy henger magassaga kétszerese az alaplap atmérdjének. Mekkora a térfogata, ha a felszine
985,2 cm®?
Megoldas:

M = 2d = 4r ; behelyettesitve a felszin képletébe:

A=2rn-(r+4r)=2rn-5r =10r* -1 =985,2 (cm?). r 21/% ~5,6 (cm).
‘T

A térfogat értéke a V =r> - 1-M = 4r° - 7 6sszefiiggésbdl: V ~2206,9 cm’.

Feladatok
Modszertani megjegyzés: A kovetkezo feladatokat lehetéleg csoportmunkaban oldjuk meg.

— 14. Szamitsd ki annak a hengernek a térfogatat és felszinét, amelyet egy 16 cm x 10 cm-es
téglalap megforgatasaval kapunk, ha a téglalapot a
a) rovidebb oldalanak felezdmerdlegese;  b) hosszabb oldaldnak felezémerdlegese;
¢) rovidebb oldala; d) hosszabb oldala koriil forgatjuk meg.
Az eredményeket foglald tablazatba!

Megoldas: A didkok anyagédban nincs tablazat. Az eredmények tablazatos Gsszegzése a cso-

portmunka része. E16bb érdemes megtervezni a tablazatot, majd elosztani a kiilonb6zd szdmo-

lasokat (amelyek soran a tablazat celldinak értékét kell meghatarozni) a csoporton beliil.

7 M V A
a) 5cm 16 cm 1256,6 cm’ 659,7 cm*
b) 8 cm 10 cm 2010,6 cm® 904,8 cm*
c) 16 cm 10 cm 8042,5 cm’ 2613,8 cm*
d) 10 cm 16 cm 5026,5 cm’ 1633,6 cm*

15. Az a és b oldalu téglalapot megforgatjuk az a oldala kortil, a keletkezd test térfogata V,

felszine 4. Keresd meg az dsszetartozo betii-szdm parosokat!

A)a=15b=5; B)a=18,b=12; C)a=4;,b=3; D)b=T,a=3;
A 5 V21 A 8 A 7



7. modul: Térgeometria Tandri Gtmutaté 23

Megoldds: A—3; B —1; C—4; D - 2. Ugyesebb tanuldk szamolas helyett észrevehetik, hogy
V ab’n ab

A 2bn(a+b) 2(a+b)

77 16. Mekkora az abran lathato henger térfogata? a = 15 cm. N
Megolds: 2a

a
Az alapkor keriilete: K =2rzr =2a = r= 95 4,77 az alapkor
V4

sugara, a testmagassag M =15 cm. Igy a térfogat nagysaga

V=rrz-M=~10722 cm’, a felszin

=7 17. Egy 6 hengeres motorrol a henger leirasaban a kovetkez6t talaljuk:
furat & / 16kethossz = 89,00/74,8 mm. Hany cm’-es a motor?

Megoldas: A furat atmérdje a henger alapkorének atmérdje, a 16kethossz pedig a henger ma-

gassaga.d =89 = r= % =445 (mm). A hengerek egylittes térfogata

V=6-rn-M~2792 cm’.

18. Kati mamaja egy fektetett félhenger alaku foliasatrat szeretne, amelyikben ki is tud

egyenesedni. Ezért szeretnék, hogy a 23 méter hosszu sator teteje 2 méter magas le-
gyen.
a) Hany m? foliaval lehet a satrat bevonni?
b) Hany m” a sétor térfogata?
Megoldas:
2

a) r=2m = T=%=27cz6,28 (m®), A=2T +P=dn+r-n-M =50n~157 m’.

2

b) V=T~M=%-23z144,51 m’.

19. Egy henger kiteritett palastja négyzet, a felszine 3384,5 cm”. Mekkora a térfogata?
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Megoldas: A testmagassag egyenld az alapkor kertiletével: M =2rx, ezért a felszin:

A=2rr(r+M)=2rx(r+2rn)=2r'z(1+27) = r= 4 ~ 8,6 (cm),
2r(1427)

M ~54 cm . A henger térfogata V ~ 12547 cm’.

77 20. Egy betoncs6 kiilsé atmérdje 50 cm, a belsé atmérd 40 cm. Mekkora a 6 méteres be-
toncsé tdmege, ha a beton siirtisége 2200 kg/m®? (A sfirliséget a p :; Osszefiiggés

adja, ahol m a tdmeg, V" a térfogat, és a csOben levo levegd tomege elhanyagolhato.)

Megoldas: A cs6 falanak térfogatat a két henger térfogatanak kiilonbsége adja:
V=riaM -2 = (i = JiM = (0,257 0,22 Jr -6 ~ 0,424 (m?).

A tomeg m=p-V =933 kg.

T 21. Egy henger alakil vodor atmérdje 26 cm, és felmosaskor 20 cm magasan all benne a
viz. A mosoészer kupakjan ez all: ,,5 liter vizhez 1 kupakkal éntson”. Hany kupakkal

kell dnteniink felmosaskor a vodorbe?
Megoldds: r=13 cm; M =20 cm; ¥V =13*120 ~10618,6 cm® ~ 10,62 liter, vagyis 2 jol

megtoltott kupakkal kell belednteni.

22. Egy henger alaplapjanak atmérdje harmada a testmagassagnak. Mekkora

a) a térfogata, ha a felszine 395.8 cm’; b) a felszine, ha a térfogata 217,1 dm>?
Megoldds: M =3d =6r,igy V =6r’n és A=14r’n.
a) 14r°m1=3958 = r~3cm = V ~508,9 cm’;
b) 6-°'n=217,1 = r~2,26dm = A4~224,6 dm>.
Modszertani megjegyzés: A tanuloknak el kell magyardzni, hogyan tudnak kobgyo6kot vonni a

szamologéppel.
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T 23. Egy ferde henger alkotdi 55°-0s szoget zarnak be a 8 cm atmérdjii alaplappal, az alko-
tok hossza 10 cm.

a) Valaszd ki, hogy milyen alakt a ferde henger palastja!

b) Mekkora a henger térfogata?
Megoldas:

a) D. It}cm\ M

8 cm 5528 .4

b) M =10-sin55°~ 8,2 cm, a térfogat V =4°7-8,2~412,2 cm’.

T 24. Egy henger palastja sikba kiteritve 12 cm x 18 cm-es téglalap. Mennyi a henger fel-
szine ¢€s térfogata? Ne csak egy megoldasra gondolj!
Megoldas: Ha a magassag 12 cm, akkor az alapkor keriilete 18 cm, és ekkor a sugar

r =;—8z 2,9cm. Ekkor V' =2,9*7-12~317 cm’ és A= 2:291(2,9+12)= 2714 cm’.
V4

Ha a magassag 18 cm, akkor » = 1,9(cm); V = 204,1 cm’; A~237,6 cm”.

— 25. Egyenld oldalu henger (az alapkor &tmérdje egyenld a magassaggal)
a) térfogata 2155,1 m’. Mennyi a felszine?
b) felszine 2851,7 dm®. Mennyi a térfogata?
Megoldds:  a) r=7Tm, M =14m, 4=923,6m";
b) r=123dm, M =24,6dm, V =11692,2 dm’.
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II. A gila és a kap

Modszertani megjegyzés: A Polydron készletet haszndlhatjuk annak a szemléltetésre is, hogy
az abran lathat6 gula térfogata harmada a vele azonos alapélii kocka térfogatdnak. A harom

gulat ui. 0ssze lehet ugy pattintani, hogy egyiitt kiadjak a kockat.

A gula
Adott az alapsikon egy sokszog (alaplap), és egy pont az alapsikon g
kiviil (csucspont). Ha a sokszdg minden pontjat egyenesekkel 0sz-
szekotjiik az adott ponttal, gulafeliiletet kapunk. A keletkez6 korla-

tos térrészt nevezzilkk gulanak. A gila magassaga az alaplap sikja-

nak ¢€s a csticspontnak a tdvolsaga.

Gula

A kuap

M \
M|\ M

Egyenes

Kup Korkap el
orkap

Csonka kup

Adott az alapsikon egy gorbe vonallal hatarolt sikidom (alaplap), és egy pont az alapsikon
kiviil (csucspont). Ha a gorbe minden pontjat egyenesek segitségével 0sszekotjiik az adott
ponttal, kapfeliiletet kapunk. A keletkezd korlatos testet kiipnak nevezziik. Ha a zart gérbe
kor, a test neve korkup. Egyenes korkapnak nevezziik a korkupot, ha a pontnak az alaplap

sikjara es6 merdleges vetiilete az alapkor kozéppontjaba esik. A test hatarold feliiletét nevez-
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ziik palastnak (egyenes korkup sikba kiteritett palastja korcikk; a palast az alaplapot nem
tartalmazza), a csticspont és a gorbe pontjai altal meghatarozott szakaszokat pedig alkoték-

nak. Az alaplap sikjanak és a cstucsnak a tavolsaga adja a kip magassagat.

Ha az egyenes korkupot elmetssziik egy olyan sikkal, amely a kiip magas-

sdganak egyenesét tartalmazza (tengelymetszet), akkor egyenlOszara ha- A~
romszoget kapunk (alapja az alapkor atmérdje, szarai a kap alkotoi). Mas- & "
ként: az egyenes korkup tengelymetszete egyenldszarti hdromszog. A sza- =

rak altal bezart szoget (Q) a kip nyildsszogének nevezzik. Az egyenes B

korkap szimmetrikus barmely, a tengelyét tartalmazo sikra.
A sugér, a testmagassag €s az alkotok kozott fenndll a derékszogli hdromszogre érvényes

Pitagorasz-tétel: az r* + M* = a* sszefiiggés.

alapteriilet-testmagass dg

3

A gula és a kup térfogatat hasonléan szamitjuk ki: V" =

+T

palast *

A felszin is mindkét esetben hasonlo: A=T

alapteriilet

2
A korkup esetén az alapteriilet az alapkor teriilete 7°m. A korkip térfogata V = ronM .

A képletben r az alapkor sugara, M a kip magasséga.

Az egyenes korkup felszinének meghatarozasahoz a kapot az egyik alkotdja mentén ,,szét kell
vagnunk™: a palést sikba kiteritve egy korcikk, amelynek tertilete: ram.

alaptertilet: A | :
AL =T gy R=ronirta)

palast teriilete: r-a-m

2
Az egyenes korkup térfogata: V' = # felszine: A=rz(r+a).

A képletben r az alapkor sugara, M a kip magassadganak, a az alkotonak a hossza.
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Feladatok

- 26. Kheopsz farad négyzet alapt szabalyos gilat formalé Nagy Piramisanak eredeti alap-

¢le 230 m, magassaga 147 m volt. Szamitsuk ki, hogy mekkora a térfogata és a felszi-
ne!

Megoldas: a =230 m, M =147 m;

2
:T M:a Mz2,6~1061’1’13, N
3 3 ;

14

a
A=a’+4 -% =a’ +2am ; Pitagorasz-tétellel kisza-

2
mitva m = (%j +M?* =~186,6 (m). Behelyettesitve 4=138736~1,4-10° m’.

— 27. Egy négyzet alapu szabalyos gula alapéle 3,5 dm. Mekkora a térfogata és a felszine, ha
50 cm

a) a testmagassdga; b) az oldallapjanak magassaga; c) az oldaléle?
Megoldas: a) a =35 cm, M =50 cm.

TM _aM
3

14 ~ 20417 cm’,

M m

2
m= (%) M? ~53cm, A=a’ +2am=4935 cm?. a

2
b) a=35cm, m=50 cm, M = mz—(gj ~46,8(cm). ¥ ~19110 cm’,

A=4725 cm’.

¢) M2+[a 2
2

2 2 2
] -2 = M:\/bz —%z\/soz —3% ~43.4cm, V ~17721,7 cn’.

2 2
m:\/bz—(%j =\/502—(375j ~468cm, A~4501 cm?,
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— 28. Egy szabalyos hatszdg alapu egyenes gula alapéle a = 12 cm. Mekkora a térfogata és a

felszine, ha 20 cm  a) testmagassaga; b) oldallapjanak magassaga;  c) oldaléle?

a3
4

xX= % ~10,4 (cm). Az alkalmazott képletek: V' = % , '
a-m

A=T+6- .
2

Megoldas: Az alapteriilet mindharom esetben 7 =6-

~374,1 (cm?), és

a) a=12cm; M =20cm.V ~2494 cm’.
m=~x*+M?* ~22,6 (cm), A=1188 cm?. S\ g

b) a=12cm; m=20cm. M =+m* —x* =17,1(cm), Vi
V ~2132,4cm’. 4~1094 cm’.

¢) a=12cm; b=20cm. M =+/b*> —a” =16(cm), V ~1995,2 cm’.
m=~x>+M? =19,](cm), A~1061,7 cm®.

7 29. Reklamcélra egy cég legyartja az abran lathato testet: egy 120 cm éli
kocka ¢leinek harmadol6 pontjait kotottek 6ssze, és levagtak a kocka
igy adodo sarkait.

a) Mekkora a keletkez0 test térfogata?

i) b) Mekkora a feliilete a piros és a kék részeknek Gsszesen?
Megoldas:
a) A levagott gula alaplapjanak az egyik derékszogli haromszog
alaku lapjat tekintjiik. Ekkor a gila magassaga 40 cm. R e
2
. 40" 40
V, = T - 2 ~10666,7cm’. A test térfogata 40 cm
V =120’ -8V, ~1642666,4 cm’ ~ 1,6m". 40
b) A testet 6 darab nyolcszog €s 8 darab szabalyos haromszdg hata-
40

40°

. .. .. 2 2 40 40 | 40 |
rolja. Egy nyolcszog teriilete: 7, =5-40" +4 T 11200 (cm”),

40

egy haromszog teriilete:

a3 _[40v2) 3
4

4

T, ~1385,6 (cm?).

A test felszine: A=6-T,+8-T, ~78284,8cm” ~ 7,8m”.
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T 30. A Téglatest egyiittes 1j nevet vett fel: Pyramys. Az egyiittes koncertjein arult, mii-
anyagbol késziilt, 3 cm x 4 cm x 5 cm ¢éli téglatestekbdl 360 darab megmaradt. Ezeket
megolvasztjak, €és olyan négyzet alapt szabalyos piramisokat gyartatnak beldle, ame-
lyek alapéle 7 cm, testmagassaga 3,5 cm. A gyartas soran 7%-os térfogatveszteséggel
kell szadmolni. Hany ilyen piramis készithetd?

Megoldas: A megmaradt anyag térfogatanak 93%-a megegyezik az 0j piramisok térfogatanak

osszegével: V,-0,93 =V, . A téglatestek térfogata, V, =360-3-4-5=21600 cm’, n darab

2
7 3’Szn-57,17. Az egyenletet felirva:

piramis esetén a térfogat V,=n-

21600-0,93 =n-57,17, ahonnan n ~351,4, vagyis 351 darab piramis készithetd.

o 31. Egy vallalkozéas reklamcélokra szabalyos hatszog alapu szabalyos guldkat csindltat,

amit fabol készitenek el. A gula alapélei 4,2 cm hossztiak, magassaga 25 mm. Eddig
250 ilyen ajandékot osztottak ki.
a) Hany cm’ faanyag van az eddig kiosztott galakban?
b) A giila oldallapjait szinesre festik. Hany cm” feliiletet festenek be egy gala oldallap-
jainak a szinezésekor? Mennyi festékre volt szlikség a 250 ajandék befestésekor, ha
1 m*-hez 3,6 liter festék kell?
Megoldas:

a) Az alapteriilet hat szabalyos haromszog 0sszege:

250\, A
2 | N
a3
X T

2 ~ 45,83 (cm?), a gulak térfiogata:

2
V=250-¥=250-6-4’24\/g

b) A palast teriiletének kiszamitasahoz szlikségilink van az oldallap magassagara.

a3

3
2

T'=6-

:2,5~250-38,2~9550 cm”.

~ 3,64 (cm), a Pitagorasz-tételt felirva x* +2,5° =m’, ahonnan

4 Zm 2 . ’
—— ~55,6cm”, Osszesen a felszin:

m=~4,41(cm). A palast teriilete: P=6-

A=250-P ~13900 (cm?) ~ 1,4(m?), ezért 1,4-3,6 = 5 liter festék kellett.
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Kupokkal kapcsolatos feladatok
Modszertani megjegyzés: A kovetkezd feladatot célszeri kitlizni csoportmunkaban: minden
tanuld 4 kiillonbozo jellegli szamitast végezzen (példaul az egyik tanuld az A jeliieket, masik a

B jeltieket stb). A csoport akkor késziil el, ha mind a négy négyes csoportot megtalaltak.

- 32. Szamitsd ki a kdvetkezd adatokkal megadott kipok nyilasszogeit, és csoportositsd az
egyenldket! (Minden tavolsagadat cm-ben értendd. K az alapkor keriilete, T a teriilete,
a az alkot6 hossza, r az alapkor sugara, M a kip magassaga.)

Al.r=2,a=4;, |A2.r=3,M =34, A3.a=12,K=471; A4.M =194,T =78,5

Bl.r=22,a=88;B2.r =3, M =5,2; B3.a=15,K =628, B4.M =20,T =804,2

Cl.r=4,a=6; C2.r=10,M =12,5; C3.a =64, K =100,5; |C4. M =19,1, T'=380,1

Dl.r=5,a=2§; D2.r =35, M =13,6;D3.a=9,6, K =30,2; D4.M =13,4,T =452,4

Megoldas:
nyilasszog(°) r a M Katapiir Tatapkor No.
60,0 2 4 A1
60,0 3 5,2 B2
60,0 9,6 30,2 D3
60,0 19,1 380,1 C4
83,6 4 6 C1
83,6 3 3,4 A2
83,6 15 62,8 B3
83,6 13,4 452.,4 D4
77,4 5 8 D1
77.4 10 12,5 C2
77,4 12 47,1 A3
774 20,0 804,2 B4
29,0 2,2 8,8 B1
29,0 3,5 13,6 D2
29,0 64 100,5 C3
29,0 19,4 78,5 A4
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Csoporttagonként csoportositva:

nyilasszog(°) r a M Katapior Tatapkor No.
60,0 2 4 A1
83,6 3 3,4 A2
77,4 12 47 1 A3
29,0 19,4 78,5 A4
29,0 2,2 8,8 B1
60,0 3 52 B2
83,6 15 62,8 B3
77,4 20,0 804,2 B4
83,6 4 6 C1
77,4 10 12,5 Cc2
29,0 64 100,5 C3
60,0 19,1 380,1 C4
77,4 5 8 D1
29,0 3,5 13,6 D2
60,0 9,6 30,2 D3
83,6 13,4 452.,4 D4

Modszertani megjegyzés: A kovetkezo feladatot igaz-hamis didkkvartettben ajanljuk feldol-

gozni. Kérjlink indokolast is a csoportoktol!

=7 33. Dontsd el a kovetkezd allitasokrol, hogy melyik allitas igaz, és melyik hamis.

a) A kuap alkotdjanak hossza egyenld a testmagassagaval (a = M).

b) Ha a kup alkotoja kétszerese az alapkdr atmérdjének, akkor a kup nyiladsszoge kb.
29°.

¢) Minden kup nyilasszoge egyenld a kiteritett palast kozépponti szogével.

d) A palést kozépponti szoge és az alapkor sugara egyértelmiien meghatarozza a kupot.

e) Ha egy kupot kétszeresére nagyitunk, a paldstjanak felszine is kétszeresére novek-
szik.

Megoldas: a) H; b) I; c) H; d) I; e) H.

Modszertani megjegyzés: A kovetkezo alapfeladatot csoportmunkaban célszerii elvégezni.

— 34. Egy a alapu, b szart egyenldszaru haromszoget megforgatunk a szimmetriatengelye
koriil. Allitsd térfogatuk szerint ndvekvd sorrendbe a keletkezé kupokat!
A. B. C. D.
a 0,8 dm 1 dm 6 cm 12 cm
b 10 cm 8 cm 1,2 dm 8 cm
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Megoldas: A sorrend: C, A, B, D. P b V (cm’)

0,8dm | 10cm | 1536

1 dm 8 cm 163,5

6 cm 1,2dm | 1095

o|af=[>

12 cm 8 cm 1995

— 35. Egy csokigyarban naponta 12000 darab csokikupot gyartanak, amelyet egyenként foli-
aba csomagolnak. A kupok alapkorének atmérdje és magassaga egyarant 4 cm.
a) Hany liter csokoladébol késziil el a napi készlet?
b) Mekkora feliiletti foliat hasznalnak naponta csomagolasra, ha a hajtogatas miatt 5%-

kal tobbet kell szamitani?

2°r-4

Megoldds: a) V =12000- ~201061,9cm’ ~ 201 liter.

b) Az alkot6 hossza a =+/r* + M? =20 ~ 4,47 cm; A =12000-r7(r +a)-1,05 ~
~12000-27(2 +4,47)-1,05 ~ 512217,8 cm* ~ 51,2 m’.

36. Egy kup kiteritett palastjanak teriilete 63 cm?, az alkoto6 és az alaplap hajlasszoge
73°18’. Mekkora a kup térfogata és a palast kézépponti szoge?
Megoldas: A palast teriilete P=r-a-7. A sugar r =a-cos73°18', ezt beirva

63=a’-7-cos73°18', ahonnan a ~ 8,35 (cm), r = 2,4(cm). a

2,4°7-8

M =a-sin73°18'~ 8 (cm). A térfogat: V = ~ 483 cm’, a felszin

A=P+r’n~81,l cm’.

i) 37. Egy 4,8 m sugart korlapot négy egybevag6 korcikkre vagunk. Milyen magas korkip
alaku sator készithetd egy-egy darabbol?

Megoldas: Az alkot6 hossza 4,8 m, a negyedkoriv hossza egyenld az alapkdr keriiletével.

Ezért 2rrr = i 2-487 = r=1,2m. A testmagassag M =~a’ —r’ ~4,65m.
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i) 38. Egy kup felszine 7927, alkotoja 8 egységgel hosszabb a sugaranal. Mekkora a térfo-
gata?

Megoldas: Masodfoku egyenletre visszavezethet6 feladat. a=r+8, A=rx(a+r)=
=rn(2r+8) = 792n =rn(2r +8). Innen kapjuk az r> +4r—396 =0 egyenletet, ami-
nek pozitiv megoldasa: » =18 (e). Ekkor a = 26(e), M =+a’> —r*> ~18,76 (), a térfogat

2
y 1871876 ”318’76 ~ 6365, (¢%).
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IV. A csonkagila

Ha a gulat elmetssziik egy, az alaplappal parhuzamos sikkal, csonkagulat kapunk.

Mintapélda;

Hény liter virdgfoldet vasaroljunk abba a négyzet alapl, csonkagula alaku virdgladaba,
amelynek belsd méretei: az alaplap éle 26 cm, a feddlap ¢éle 38 cm, a 1ada magassaga 47 cm?
Megoldas: A cserép térfogatanak meghatarozasahoz ismerni kell a csonkagula térfogatanak

kiszamitasi modjat. Hasonlosag segitségével a kovetkezo képletet lehet levezetni:

A csonkagula térfogata: V' = %(T ++/t-T + t), ahol M a

testmagassag, t a fedblap, T az alaplap terulete.

Az adatokat behelyettesitve: V' = ?(262 ++/38%-26” + 382)= 48692 cm’ ~ 48,7 liter .

Erdemes tehat egy 50 literes zsak viragfoldet megvéséarolni.

A csonkagula felszinének kiszamitasahoz nincs képlet, minden feladatot egyedi modon ol-
dunk meg. Ha a csonkgula négyzet alapt szabalyos gulabol szarmazott, melynek adatai az
abran lathatok, akkor meghatarozzuk az oldallapok (trapézok) teriiletét. Az oldallap magassa-
ga (m) és testmagassag (M), valamint az oldallap magassaga és az oldalél (b) kozott a

Pitagorasz-tétel teremt kapcsolatot:

2
m2:M2+ a-c 3 '('.
2 ¢ b

% M m m b
5 \
b =m* + a-c '
B . _"a

Modszertani megjegyzés: A kovetkezo feladatot csoportmunkdban javasoljuk megoldani.

a L a—-c
) #
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Feladatok

— 39. Egy egyiptomi matematikatorténeti emlék, a moszkvai papirusz a kovetkezoképpen
irja le a csonkagula térfogatanak kiszamitasat:
. .. ] alapélek: 2, illetve 4 kdnydk, magassag: 6 konyok.
1. Add 6ssze ezt a 16-ot
2. ezzel a 8-cal és ezzel a 4-gyel:
3. kijon 28. Szamitsd ki
4. 1/3-at a 6-nak. Kijon 2.
5. Szamolj 28-asaval kétszer. Kijon 56.

6. Nézd, ez 56. Helyesen szamitottad ki.”

Valoban helyes a szdmolas? Ellendrizd!
1 M 6 2 2 4 2 r ’
Megoldds: V = ?(t T +T)= 2072747 4= 56 16l szamoltak.

c

T 40. Toltsd ki a tablazat hianyzo részeit! 3 :
a b c m M V A
a) 10 6 6 3257 J28=53 346,3 318,4
b) 18 J52 %72 10 6 J20 ~4.5 906 760
c) a;=2 5 8 4 J247 ~ 157 4396 148
a,=14 1946,8 436
d) 23 J306~17.5 5 15 12 2676 1394

41. Egy 3,6 dm éli kocka egyik oldalanak csucsait 0sszekotjiik a szemkozti oldal kozép-
pontjaval, majd az igy kapott gulat elvagjuk az adott oldallal parhuzamos, a kocka ko-
zéppontjan atmend sikkal. Hatdrozd meg az igy kapott csonkagula térfogatat és felszi-

nét!

Megoldas:

1,8

V= (3.6> +1.8-3,6+18>)~13,6dm’.
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m=+/18"+0,9" ~2,0(dm). 4=3,6"+1,8"+ 4-% -2 ~37,8dm’.

77 42. Egy négyzet alapu szabalyos csonkagula alapéle 26 cm, fed6lapjanak éle 18 cm, és az

oldallapok 73°-o0s szdget zarnak be az alaplappal. Mekkora a térfogata és a felszine?
4
cos73°

Megoldas: m =

~13,7 (cm);

M =4-1g73° = 13,1 (cm); ¢ = 18% = 324 (cm”); . 18
M m
T =26 =676 (cm?);

V=%(t+ (T +T)~ 64103 cm’; 20

A=t+T+4.25€

-m ~2205,6 cm®.

43. Egy négyzet alapt szabalyos csonkagtla alapéle 16 cm, fedélapjanak éle 8 cm, és az
oldalélek 64°-o0s szoget zarnak be az alaplappal. Mekkora a térfogata €s a felszine?
Megoldas: e= 82 ~1 L3 (cm); f = 1632 ~ 22,6 (cm); _L -~
f—e 8
2

xX= ~5,65(cm); M =x-tg64° =11,6 (cm); :
h
b=—" %129 (cm); m=+b* —4> ~12,3(cm); 16
cos 64°

t =8> =64(cm’); T =16> =256 (cm?). V:%(H (T +T)z1732,3 cm’;

A=t+T+4.25€

-m~910,4 cm”.

44. Egy szobor talapzata 1,7 méter magas szabalyos hatszog alapu egyenes csonkagula, az
alaplap éle 120 cm, és a feddlap éle 30%-kal kisebb az alaplap élénél.
a) Mekkora a talapzat tomege, ha az anyaga 2,7 kg/dm’ stirliségli marvany?
b) Télire becsomagoljak a szobor talapzatat, hogy megévjak az idéjaras viszontagsa-
gaitél. Mennyi csomagoldanyagra van sziikség, ha a kdtozéshez a talapzat felszinén

kiviil még 10% anyagot ra kell szamolni?
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Megoldas: a) A feddlap éle 1,2-0,7 = 0,84 (m). Az alaplap teriilete 0,84 m
2 ; .
T=6- 1’24ﬁ ~ 3,74 (m?), a fedélapé
2 1,7Im
t= 6-M ~1,83 (m?).
4 B
1,7 12m

V== (.74 + /3,74 183 +183)~ 4,639 (m’). A tomeg;

m=p-V=2,7-4639 ~12525kg.

Az oldallap magassaga m*> =1,7" + Osszefiiggésbdl m ~ 1,73 (m),

((1,2 —0,84)\3 Jz
2

1,2+0,84

P=6- 1,73 210,59 (m?). Osszesen tehat 10,59 + 1,83 ~ 12,42 m”.

77 45. Az dbrakon kiirtés paraelszivok lathatok. Szamitsd ki a térfogatukat és a felsziniiket! A

paraelszivok szimmetrikusak egy olyan sikra, amelyik az alaplap 60 cm-es ¢lével par-

huzamos €és az alaplapra merdleges. Minden tavolsagadat cm-ben értendd.

90

Megoldas:
a) A csonkagula térfogata: V;, = ?-(60-90 +22% +4/60-90-22° )z 122511 (cm’), a négy-

zetes oszlopé V, =227 -65=31460 (cm’), egyiitt 153971 cm’.

A felszinhez sziikség van a kétféle

oldallap magassagaira:

m, =497 + 347 ~ 59,6 (cm),
90
m, =49% +19% ~52,6(cm).

‘90+22

A=2 (59,6 +52,6)+4-22-65=18286,4 cm’.
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b) Itt nincs hatlap, a csonkagula egyik oldallapja

merdleges az alaplapra.

60

A térfogat V] =?-(60-90+21-25+«/60-90~21-25)z 124276 (cm’), a négyzetes

oszlopé ¥, =21-25-70 = 36750 (cm’), egyiitt 161026 cn’.

A két magassag: m, =+49° +39° ~ 62,6 (cm), m, =+/49° +32,5° ~58,8(cm), a fel-

90425 90 +21

szin: A -62,6+2-

-58,8+(2-21+25)-70 =14816,3 cm”.
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V. A csonkakip

Ha a kupot elmetsziik egy, az alaplappal parhuzamos sikkal,
akkor egy kisebb kupot és egy masik testet is kapunk, amelyet A 1!

iV |
csonkakupnak neveziink. Az alaplap és a feddlap sikjanak /1 R—r

tavolsaga adja a csonkakup testmagassagat.

Az egyenes korkupbdl szarmaztatott csonkakup térfogata:

V:M37T(r2+r-R+R2).

Modszertani megjegyzés: Célszerli megjegyezni, hogy ez az Osszefiiggés analog a csonkagtila
térfogatanak képletével. A kapcsolat felfedezését egy kis segitséggel a didkok maguk is meg-

teszik.

R
A csonkakup felszinét megkapjuk, ha az alapkdr és a feddkor \
teriiletéhez hozzaadjuk a csonkaklp palastjdnak felszinét. A

palést sikba kiteritve korgytirticikket alkot. a

A csonkakup felszine 4=z -[r> +R* +(r +R)-a].
A a felszin, r az alapkor sugara, R a fedokor sugara, a az alkoto.

Mintapéldag

Egy csonkakup alapkdrének sugara 9 cm, a fedokoré 4 cm, az alkotdja 15 cm.
a) Szamitsd ki a csonkakup térfogatat!

b) Szamitsd ki a csonkakup paléstjanak teriiletét és a felszinét!
Megoldds: A szokasos jelolésekkel a® = M? +(R—r) = M =~/200 ~ 14,1 (cm).
a) Képletbe helyettesités utan V' ~1963,8 cm’;

b) P=(r+R)-a-7~612,6 cm>; 4~917,3 cm’.
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Feladatok

77 46. Egészitsd ki a tablazat hianyzo részeit! Minden adat azo-

nos egységrendszerben értendd. r a fedokor sugara, R az
alapkor sugara, M a csonkaklp magassaga, a az alkoto, P
a palast felszine, 4 a csonkakip felszine és V a R

csonkakup térfogata.

7 R a M |4 P A
a) 5 10 12 10,9 19991 5655| 9582
b) 12 18 10 8,01 5730,3| 9425\ 24127
9) 4 14 20 17,3 4861,0| 1131,0| 1797,0

Modszertani megjegyzés: Gyakorlasképpen feladhatjuk a korcikk kozépponti szogét is kér-
déskeént.

47. Egy csonkakup alapkorének sugara 12 cm, a fedokoré 8 cm, a magassaga 15 cm.
a) Szamitsd ki a kiegészité kup alkotdjanak hosszat!
b) Szamitsd ki, hogy mekkora kézépponti szogli korcikkbol lehet elkésziteni a
csonkakup palastjat!
¢) Szamitsd ki, hogy a kiegészitd kup térfogata hany szézaléka a csonkakup térfogata-
nak!

Megoldas:

a) Az alkot6 hossza a =+15° +4% =+/241 ~15,52 (cm). A

12 a+x

hasonl6 hdromszogek miatt 3 = = x~31l(cm)a 8
X
kiegészitd kap alkotoja. 4 a
b) & =360°—2R7__ ~o30. 4
2(a + x)7z 12

¢) A kiegészitd kiip magassaga: y =+/x*> -8 ~29,95(cm);
8%.2995. 7

3
13762 4 8.12412%)

100 = 42% .
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— 48. Egy gyertyadntd olyan csonkakup alaku gyertydkat 6nt, amelyek alapkorének atmérdje

10 cm, a fed6koré 6 cm, és a magassaga 8 cm.

a) Hany gyertyat tud kionteni 50 liter folyékony viaszbo1?

b) Minden gyertyat kiilon celofanba csomagol, és a gyertya felszinénél 17%-kal tobbet
kell szamolnia a csomagolashoz. Hany m” celofant hasznal fel a kiontott gyertyak
csomagolasahoz?

Megoldas:
J 50000 <1218,
410

2

a) 50 liter = 50 dm’® = 50000 cm’. Egy gyertya térfogata: ¥ ~ 410,5 cm

vagyis 121 gyertyat tud kionteni.
b) Az alkot6 hossza a =+/8" +2° = 68 ~ 825, egy kup felszine 4=100m ~314.2 cm’.

A sziikséges celofan 50- 4-1,17 ~18380,7 cm”® ~ 1,8 m”.
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VI. A gomb térfogata, felszine

A gbomb a természet egyik, talan a legfontosabb alapformdja. Bizonyithato,
hogy az egyenld térfogatu testek koziil a gdmbnek a legkisebb a felszine,
ezért ugrik 0ssze gomb alakt cseppé a folyadék, ha teheti (példaul a hi-
gany). Az égitestek alakja tobbé-kevésbé gomb, és kis golyokkal model-
lezziik a természet sok jelenségét (példaul az atommagot és a koriilotte
keringd elektronokat csakiigy, mint a gazrészecskéket az idedlis gazban, vagy a légszennye-

zést okozd aeroszol részecskéket).

Modszertani megjegyzés: Javasoljuk, hogy inditsunk kutatasi projekteket érdekes, gomb alakil
targyakrol, épiiletekrél (Atomium Briisszelben, kupolas épiiletek stb.). Példaul nagyon sok
gomb alaku virust talalunk.
A gomb egy adott ponttdl (a kozépponttol) egyenld tavolsagra levd pontok halmaza a térben.
Minden sikmetszete kor, a legnagyobb teriiletli sikmetszetet fokornek nevezzik. Ha a gdmbot
egy sikkal metssziik, akkor gombsiiveg keletkezik (a gdmbsiivegre
vonatkoz6 0sszefliggéseket megtaldlod a fliggvénytablazatban). :
gg g ggveny ) &
A gomb térfogatat, illetve felszinét az integralszamitas segitségével hatarozzuk meg, ami tul-

mutat a kozépszintli érettségi tananyagan.

Az r sugaru gomb térfogata és felszine:

Vzg-r3-7r, A=4-r* -7

Feladatok
77 49. Toltsd ki a tablazat hianyzo részeit! r a gomb sugara, V a térfogata, 4 a felszine.
r A V
a) 3 113,1 113,1
b) 4,5 254,5 381,7
9) 2,2 60,8 44,6
d) 5 314,2 523.,6
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Modszertani megjegyzés: A kovetkezd feladathoz javasoljuk didkkvartett modszert.

™7 50. Déntsd el az alabbi allitasokrol, hogy melyik igaz, illetve melyik hamis!
a) Ha egy gémb sugarat haromszorosara noveljiik, a felszine ¢és a térfogata is harom-
szorosara valtozik.
b) Az egység sugarti gomb felszinének mérdszama haromszorosa a térfogat mérdsza-
manak.
¢) Ha egy 5 cm-nél nagyobb 7 sugari gdmb sugarat 3 cm-rel noveljiik, a felszine

4. (r + 3)2 -nel novekszik.

d) Ha egy 5 cm-nél nagyobb r sugarti gdomb sugarat 3 cm-rel noveljik, a térfogata
%-lﬁ - 7 -vel novekszik.
¢) Ha két gdmb felszinének kiilonbsége 490 cm?, akkor a két gomb sugarat R-rel és 7-

rel jeldlve R* —r* =39.

Megoldas: a) H; b) I; c) H; d) H; e) L.

7 51. Mekkora annak a gombnek a sugara, amelyre igaz, hogy térfogatanak mérészama dup-

laja a felszine mérészdmanak?

Megoldas: 2-%1*37[ =41’z = r :%egység.

T 52. Egy 7 cm atmérdjii iiveggolyo beliil iireges, a falvastagsag 6 mm. Mekkora az iiveggo-
ly6 tomege, ha az livegben elhanyagolhato sulya levegd van, és az {liveg siirisége
p =2800kg/m’, és a tomeg az m = p -V képlettel szamolhatd?

Megoldas: A belsd sugar 2,9 cm, a kiils6 3,5 cm. A térfogat a két gomb térfogatanak kiilonb-

sége: V = %n(3,53 ~29°)~77.43em® ~77.43-10° m’. m=p-V ~0,22 kg.

— 53. Mekkora oldalu fémkockéabol tudnak onteni 120 darab, 4,6 cm atmérdji gdmbot?

Megoldds: V = 120-%-2,33 .7 =6115,8 cm®. A kocka térfogata a’, tehat

a=3/61158 18,3 cm.
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VII. Feladatgyiijtemény

T 54. Egy ajtot ugy készitettek, hogy két butorlapot dsszeragasztottak. Az

egyik méretei: 82 cm x 201 cm x 23 mm, a masik méretei:

85 cmx202,5 cm x 15 mm.

a) Szamitsd ki az egyes butorlapok, majd az egész ajté6 anyagdnak
térfogatat!

b) Mekkora a tdmege az ajtonak, ha a butorlap siiriisége 600 kg/m’?

A stirliség, a tomeg ¢€s a térfogat kdzotti Osszefiiggés: p = 7

Megoldas: a) V; =0,82-2,01-0,023 ~ 0,038 m’,
V,=0,85-2,025-0,015~ 0,026 m*, V =V, +V, ~ 0,064 m’.
b) m=p-V =384 kg.

T 55. Egy hasab alaku sarokgardrob alaplapja lathatoé az abran.

Mennyibe keriil a butorlap, ha a szekrény magassaga 193 cm,

korben mindenhol butorlap hatarolja, és a négyzetméterar ©90cm

2400 tallér ?

2
Megoldds: Az alapteriilet T =90’ —%:6300 cm’. Az elsé oldal

sz¢élessége (a két ajto egyiitt) 6042 ~ 84,9 cm , igy a felszin:
A=2-6300+193-(2-90+2-30+84,9)=75305,7 cm® ~ 7,53 m°.
A koltség kb. 18072 tallér.

T 56. Egy 24 cm éli kocka egyik oldalanak csucsait dsszekotjikk a szemkozti oldal kdzép-

pontjaval. Hatarozd meg az igy kapott gtla térfogatat és felszinét!

Megoldas:

3

V= a? = 4608 cm’. Az oldallap magassaga

i

m=~12%+24> 26,8 (cm), igy A=a-(a+2m)~1862,4 cm’. /
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7 57. Egy keritésdiszt ugy készitenek, hogy egy 26 cm élii kocka szemkozti oldalainak csu-
csait Osszekdtik a kocka kdzéppontjaval (kdzépen pontszeriien dsszehegesztik). Hata-
rozd meg az igy kapott disz térfogatat és felszinét!

Megoldas: V = 2-%262 13~5858,7 cm’. m=132, az egész test

1261342

felszine 4=2-26"+8 ~ 3264 cm?.

58. Egy négyzet alapu csonkagula testmagassaga 25°-os szdget zar be az oldallap magas-
sdgaval, és a két magassag kiilonbsége 6,8 cm. Mekkora a térfogata és a felszine, ha a

fedolap éle 23 cm?
Megoldas: m—M =6,8; M =m-cos25°, ezért
M (1—cos25°) =6,8, ahonnan /)

M =~ 72,6 (cm), m ~ 80,1 (cm). e

a : .I\'
x=m-sin25°= 33,9 (cm), a =23+ 2x = 90,8 (cm);

T ~8244,6 (cm®), t =529 (cm?), V ~262861,4 cm’ = 262,9 dm®;

A~27004,4 cm’® ~ 270 dm®.

7 59. Mekkora annak a négyzet alapu csonkagulanak a térfogata

¢s felszine, amelyiknek héaldja az dbran lathato?

8cm

10cm 18 cm

Megoldas:
2 m=~10" -5 =75~87; M =+m’-5" =450 ~71;
. =8 =64; T =18 =324;
B = V= %(t +Nt-T +T )z 1259.1 cm’ ;

a+c

A=t+T+4- -m ~840,4 cm’.
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=7 60. A szilikon tdmit6anyagot henge-

rekben aruljak. A henger belsd

E::

SZILIKON TOMITOANYAG )

atmérdje 45 mm, a tubus hossza 21,6 cm, és az aljatol 4 cm-nyi helyet nem szilikon

tolt ki. A henger folytatdsa egy 10,6 cm alkotoju csonkakup alaka kinyomocso,

amelynek egyik végén 8§ mm, a masik végén 2 mm atmérdjii a lyuk. Hany méteres

egyenes csikot tudnank kinyomni a csébol? (A benne taldlhatd szilikon folyékony,

Osszenyombhatatlan.)

Megoldas:

A henger sugara 2,25 cm, magassaga 17,6 cm. A hengerbe t6ltott szilikon térfogata:

V=225"7-17,6 ~280 cm’.

A kinyomdcsé magassaga:

maradé szilikon térfogata:

nyomott csik térfogata

V106> —3% 105,96

V- 10,596-7[(

280-2,33=277,67 cm’.

mm, kinyomas utdn a kinyomocsdben

0,47 +0,4-0,1+0,1> )~ 2,33

cm3, vagyis a ki-

A kinyomott cs6 sugara 1 mm, az egyenes csikot hengerként szdmolva a csé hossza:

277,67
X =
0,1>-7

~8838,51 mm = 8,84 m

=7 61. A szomszéd szeretett volna hétvégi telkére egy jurtat, és talaltunk is egy angol nyelvii

honlapot az interneten, ahol rendelni lehet.

A szavak jelentése:

Diameter : atméré

Wall Height : falmagassag

Roof Height : tetémagassag

feet : lab (1 l1ab = 30,48 cm)
Forrés:

[http://www.yurtworkshop.com/yurts/10foot

MongolianGer.aspx]

Diameter (feet)
Wall Height (feet)
Roof Height (feet)

12
4
7!6"

Mekkora a jurta felszine és térfogata? (Az egyszertiség kedvéért modellezziik alul-feliil

nyitott henger és kup 0sszerakasaval a jurtat.)
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Megjegyzés: A hiivelyk olyan régi hosszmérték (a tizes szamrendszeren alapuld mér-
tékrendszer eldtti id0szakbodl), amely az emberi test egyik részét, a hiivelykujj nagy-
sagat vette mértékiil. A hiivelyk a tizenkettes mértékrendszerbe tartozik; egy ldbnak a
12-ed része. Egy hiivelyk 12 vonalbdl all, azaz 2,6 cm (tehat egy vonal 0,2 cm). Négy
hiivelyk (azaz 10,4 cm) alkotott egy markot. A hiivelyk német neve (Zo/l) is elterjedt:
coll. Ezt az elnevezést foleg kézmiivesek, acsok, asztalosok, hasznaltak (colos deszka,
colos szeg, fél colos cso stb.). [Forras: Magyar néprajzi lexikon. ]
Megoldas:

Modszertani megjegyzés: A feladatban nem kozoltiik, hogy mit jelent a 7°6” jelolés, de az
idézett forrasbol megérthetd. A csoport remélhetdleg rajon arra, hogy az nem biztos, hogy 7,6
lab, hanem coll, és a 6 coll éppen fél labnak felel meg. Nem adta meg a feladat azt sem, hogy
milyen mértékegységben kérjiikk a megoldast, de a hazai SI miatt m*-ben kérjiik a végered-
ményt. Szamolni egyszer(ibb és célszeriibb 1abban a kevesebb tortszam miatt.

Az alapkor sugara » =6 1ab, a henger magassaga 4 1ab, a kiip magassaga 3,5 1ab, az al-
koto hossza a =+/6> +3,5% = 6,95 lab, a felszin:
A=P

henger

+ B, =2raM +rar=rn(2M +a)~2818 lébz, amit cm’-be atvaltva

henger henger

281,8-30,48% ~ 261801,6 cm®~ 26,2 m”.

M, M,
Tk“f’ =17 Mg, + % ~ 584,3414b°, ami

A térfogat V =r’zM,,,.. +
584,34-30,48 ~ 16546559 cm® ~16,6 m’.

Modszertani megjegyzés.: Az ilyen kis jurtakat altalaban szaunanak vagy meditacids teremnek

hasznaljak.

T 62. Az abra egy 9 mm atmérdji 16szer oldalnézetét mutatja.

Végezz méréseket az abran, és szamitsd ki a 16vedék fel-

szinét és térfogatat!

: : 9 3
Megoldas: Az ébran lemért adatok alapjan az ébra és a l0szer adatainak aranya k = Y 7
24 .18 Minden tavolsagadatot szorozni kell k-val, hogy a 16szer

5 adatait megkapjuk. Igy a henger hossza 10,3 mm, a

|1 csonkakap magassaga 7,7 mm, a fedOkor sugara 2,4 mm.

A térfogat az egyes részek térfogatanak osszege:
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V=457-103+ 7’;” (4.5 +4,5-2,4+2,42)~ 952 (mm’). A felszinnél szémolhatunk

ugy, hogy a csonkakup felszinéhez hozzajon a henger palastja:
A= 7r(r2 +R*+(r+ R)a)+ 2Rz M . A csonkakup alkotdja a =+/2,1° +7,7° ~8 (mm).
A felszin A ~ 546,4 mm*. Ezek kozelitd értékek, a mérési és kerekitési hibak miatt ha-

sonl6 eredmények jonnek ki.

7 63. Egy csonkakup alakd parfiimos liveget kartondobozba csomagol-

nak. A doboz méretei: 6 cm x 6 cm x 8 cm, a parfiimds iliveg

méretei: a fed6lap atmérdje 5 cm, az alaplap atmérdje 3 cm, a

magassaga 7 cm. '
a) Hany ml parfiim van az iivegben, ha az iiveg térfogatanak

56%-a a folyadék?

b) A doboz térfogatanak hany szazaléka ,,iires”, azaz nincs kitoltve a parfiimos iiveg-

gel?
Megoldas: a) Vieg = 89,8 cm’, 89,8-0,56 ~ 50,3 cm3, az iivegben kb. 50 ml parfiim van.

288 -89,8

b) V,p. =288 cm’, az arany 100 ~ 68,8%.

=7 64. 4 darab 9 cm atmérdjli, gdmb alakt gyertyat csomagolnak kar-
tondobozba, szorosan egymas mellé.
a) A doboz térfogatanak hany szazalékat toltik ki a gyertyak?
b) A sériilések elkeriilése érdekében a gyertyak kozé az alaplap kozepére egy hunga-
rocell hengert tolnak, ami a gyertyakat érinti, és nem engedi elmozdulni. Legfeljebb
mekkora legyen a henger sugara?

Megoldds: a) A doboz méterei: 18 cm x 18 cm x 9 cm, igy a térfogata 9-18> =2916 cm’. A

1526,8

gyertyak térfogata 4 -;-4,53 n~1526,8 cm’. A keresett arany 2016 100~ 52,4%.

b) A henger alapkorének sugara a KEC egyenldszaru derékszogli ha-

romszog atfogojanak és a gyertyak sugaranak a kiilonbsége:

V2 -1)~186 cm.
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=7 65. Egy teniszlabdagyarban 3 labdat csomagolnak kétféle / \
csomagolasba: négyzetes oszlop, illetve henger alaku,
miuanyag oldalfalu dobozba. A dobozokat kartonokkal

zarjak le, mindkét végiikon. A labdadk atmérdje 6,5

cm.

a) Mekkora teriiletti kartonra, illetve mlianyagra van ¢ \ |

sziikség az egyes dobozok elkészitéséhez?
b) A dobozok térfogatanak hany szazaléka a harom teniszlabda térfogata?
c) Anyagfelhasznalas és térkitoltés szempontjabol melyik dobozt célszeriibb gyartani?
Megoldas:
a) A négyzetes oszlop méretei: 6,5 cm x 6,5 cm x 19,5 cm. A karton teriilete
2-6,5” =84,5 cm’, a folia teriilete 4-6,5-19,5=507 cm’. A henger alakt doboz ese-

tén a sziikséges karton 23,25’ ~ 66,37 cm?, a folia teriilete

2-3,25-m-19,5~398,2 cm®.
b) A teniszlabdak térfogatdnak dsszege 3 %-3,253 -m~ 431,38 cm’. A négyzetes oszlop

térfogata 6,5” -19,5 =823,88cm’, az ardnyuk 431,38
823,88

5

100 = 52,4% . A henger térfo-

431,38

gata 3,257 -m-19,5~ 647,07 cm’, a térkitdltés 100 ~ 66,7 % .

3

¢) Anyagfelhasznalas és térkitoltés szempontjabdl is a hengeres dobozt célszerti gyarta-

ni.
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77 66. Egy ipari alpinista csoport azt a megbizast kapja, hogy
fesse le az itt lathato, hengerbdl és kupbol dsszeallitott

kilato kiilso feliiletét. A tetd kap alakq, a torony szélé-

90 ¢m

tél 4040 cm tavolsadgra nyulik ki. Az egész torony
magassaga 25,1 m. Hatarozd meg, hogy a tetdre és a
20m

vakolatra hasznalt festékb6l hany m*-re valot kell a

csapatnak beszereznie!

Megoldas: Az egyik fajta festék a henger paldstjahoz kell:

7j-7z~20z458,7 m’®, a masik fajta a

A, =2raM =2

kap palastjadhoz. A kap sugara:

73 ; 08 _ 4,05 (m), magassaga

251-(20+0,9)=4,2 (m), alkotdja ~4,2% +4,05> ~583(m). A kup palastja:

A, =rar=4,05-583-7= 74,2 m?.

67. Ferde korkup alapkorének teriilete 452,4 cm?, a leghosszabb alkotd 42°-o0s szdget zar
be az alaplappal. Mekkora a legrovidebb alkoto, ha a kip magassaga 15 cm?

Megoldas: Az alapkor sugara r = \/z ~12 (cm). A leghosszabb
T

alkot6 a =— ~ 22,4 (cm). A kap tengelymetszetét yd 15
sin42° P \
/42° N\
hasznaljuk: AT =+/22,4> —15% ~16,64 cm-re van, a legki- r T 4

sebb alkoto pedig BT =24 —16,64 ~ 7,36 cm-re. Igy a legrévidebb alkotd hossza

V157 +7.36% ~16,7 cm.

T7 68. Egy forgaskup alapkorének sugara 10, felszine 224w egység. Hanyszoroséara novekszik
a kup térfogata, ha alkotoéit 10 egységgel meghosszabbitjuk?
Megoldas: A= rn(r + a) = a=12,4(e). A keletkezd kup az eredetihez hasonlo, a hasonlo-

sdg ardnya k = f;’j = 5—? A térfogat a hasonlosag kobével szorzddik, igy a keresett ha-

3
nyados (ﬁ] ~509.
31
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69. Egy csonkaktp feddkorének sugara 5 cm-rel kisebb az alapkor sugardnal, testmagassa-
ga 19,4 cm. Mekkora a felszine, ha a térfogata 5617,3 cm>?
Megoldas: Masodfoku egyenlettel megoldhat6 feladat. A szokasos jelolésekkel a térfogat kép-

19,47z

letébe behelyettesitve 5617,3 = [> +7-(r+5)+(r+5)° ], ahonnan

0=r" +5r —83,83 adodik. Ennek pozitiv megoldasa: » ~7cm. R =12 cm,

a=+M?+5* ~20cm, a felszin 4 ~1800,1cm>.

70. Egy csonkakup alapkorének sugara 4 m, fedokorének sugara 120 cm, és az alkotdk az
alaplappal 48°-0s szdget zarnak be. Mekkora a csonkaktp felszine és térfogata?
Megoldas: —

280 418,45 (m), s

Szogfiiggvénnyel szamolva: a = -

cos48

280 AH
M =280-tg48°~ 310,97 (m). fgy V' ~ 72,4 m*, 4~123,15m". 400

— 71. A Fold felszinének 80%-a viz. Mit gondolsz, melyik égitesten nagyobb a szarazfold

teriilete, ha a Holdon nincsen viz? A Fold sugara 6370 km, a Hold atméréje 3476 km.

Megoldds: A Foldon a szarazfoldek teriileteinek 6sszege 0,2-4-6370° 1 ~1,02-10°km?, a

2
Hold felszine 4 - (?) 7 ~3,79-10" km?, tehat a F6ldon tobb a szaraz felszin.

i) 72. A 161d kérge és a foldkopeny legfelsd része 0ssze-

fliggd és egyiitt mozgo réteget alkot, ezt nevezziik

a fold kézetburkanak (litoszféra). Hatarozd meg Als6 kpeny
az abra alapjan, hogy a szilard kézetburok térfo-

gata hany szazaléka az egész fold térfogatanak?

(Tekintsiik a Foldet gomb alaktnak.)

6371
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Megoldas:
A rajzrol leolvashato, hogy a kézetburok 200 km mélységig tart, ezért a 200 km-es

gdmbhéj térfogata: V, =§7r(63713 —61713).

* 26371 —6171%)

Ez a fold térfogatanak 3 -100~9,1 %-a.
37 6371°

Megjegyzés: A valdsagban a rétegek vastagsaga valtozo, az dbran atlagértékek szere-

pelnek.

T 73. Egy 9 cm és 12 cm befogoju derékszogli haromszoget megforgatunk az egyik oldala
koril. Allitsd nagysagrendi sorrendbe a keletkezd testek felszinét és térfogatat, ha

a) a rovidebb befogoja; b) a hosszabb befogoja;
c) az atfogoja mentén forgatjuk meg?
Megoldas:
A haromszog atfogdjanak hossza m =15 cm, magassaganak meghatirozasahoz

felirjuk kétféleképpen a haromszog teriiletét: 7 = aT-b = ;n“ = m, = ab =7,2 cm.
c

a)r=12, M =9,a=15;V ~1357,2 cm’, 4~1017,9 cm®.

b) r=9, M =12,a=15;V ~1017,9 cm’, A~ 678,6 cm®.

c) Jeldlje ¢ és ¢, az atfogonak azokat a szeleteit, amelyekre a magassag bontja az atfo-
gbt. Mindkét kup alapkorének sugara a derékszogii haromszog magassaga. A térfogat

4 :émmz (e, +cz)=%7r-m2 -c~814,3 cm’,a felszin a két kip palastjanak Ossze-

ge: A=7,2-7-(9+12)= 475 cm’.

A sorrendek: V. <V, <V, , A <A, <A,.
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7 74. Egy hlrtrapézt megforgatunk a szimmetriatengelye koriil. A trapéz alapjai 58 mm és

20 mm, szarai 32 mm hosszuak. Mekkora a keletkezd test térfogata és felszine?

Megoldas:

20
Csonkaktp lesz a forgastest. A trapéz magassaga megegyezik a -/

testmagassaggal:

M =322 ~19° ~ 25,75 (mm). &orm———

25,715-7
SRR

4 10> +10-29+29° )~ 33194,3 mm’,

A=7-(10* +29% +(10+29)-32)~ 6876,9 mm’.



