9. modul

Szinusz- és koszinusztétel

Készitette: Csakvari Agnes
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A modul célja A koszinusz- és a szinusztétel ismerete, és azok alkalmazasa feladatok megoldasaban.
Térbeli objektumok adatainak meghatdrozasa a fenti tételek segitségével.

Idokeret 8 ora

Ajanlott korosztaly 11. évfolyam

Modulkapcsolodasi pontok | Tagabb kornyezetben: Képzomiivészet, épitészet, modellezés. Természeti kornyezet. Fizika, csillagaszat

Sziikebb kornyezetben: Geometriai alakzatok. Geometriai transzformaciok. Sik- és térgeometriai Gsszefiiggé-
sek, szamitasok. Hegyesszogek, forgasszogek szogfiiggvényei, a szogfliggvények tulajdonsagai.

Ajanlott megel6z6 tevékenységek: A haromszogek nevezetes vonalai: szogfelezd, szakaszfelezd merdleges,
magassagvonal. A kor érintdjének elemi geometriai tulajdonsagai. Hegyesszogek szogfliiggvényei, a szogfligg-

vények kiterjesztése. Forgasszog szogtiiggvényei, trigonometrikus fliggvények.

Ajanlott kovetd tevékenységek: Térgeometria. Felszin és térfogatszamitas.

A képességfejlesztés foku- Szamolas, szamitas:
szai Haromszogek hidnyzo6 adatainak kiszamoldsa. Zsebszamologép biztos hasznalata.

Mennyiségi kovetkeztetés:
Ismert adatokbdl logikus rend szerint ismeretlen adatok meghatirozasa. Nagyon fontos a jo vazlat elkészitése.

Becslés, mérés, kerekités, valosziniiségi szemlélet:

A feladatok varhaté eredményének becslése, kiilonosen a szoveges feladatok esetén. Valosagbol vett mért érté-
ki1 feladatok matematikai atfogalmazésa, azok megoldasa, és az eredmények visszakonvergalasa a valos prob-
Iémaba. A feladat szovege alapjan aranyos abra/vazlat készitése.

Szovegertés:

Szovegértelmezés tovabbfejlesztése a 1ényegkiemeld képesség fejlesztése. A valosag targyainak geometriai
modellezéséhez sziikséges képességek tovabbfejlesztése. A geometriai feladatok algebrai megoldésa soran ke-
letkez6 hamis gyokok kivalasztasanak képessége.

Rendszerezés, kombinativ gondolkodas:
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A geometriai feladatok megoldasi tervének elkészitési képessége. A geometriai feladatok algebrai eszkdzokkel
torténd megoldasanak képessége. Geometriai fogalmak segitségével az absztrakcids képesség fejlesztése.

I"nduktiv, deduktiv kovetkeztetés:
Osszefiiggések, képletek felfedezése gyakorlati tapasztalatbol kiindulva, azok altalanositasa és alkalmazasa mas
esetekben.

TAMOGATO RENDSZER

9.1 kértyakészlet: szakértdi mozaik alkalmazaséhoz, A, B, C és D felirat kartyak.
9.2 kartyakészlet: feladatmegoldashoz, csoportmunkéban.

9.3 feladatlap: a 3. mintapélda feldolgozasahoz.
9.4 feladatlap: a 4. mintapélda feldolgozasahoz.
9.5 feladatlap: a 6. mintapélda feldolgozasahoz.
9.6 feladatlap: a 8. mintapélda feldolgozasahoz.
9.7 feladatlap: a 9. mintapélda feldolgozasahoz.
9.8 feladatlap: a 10. mintapélda feldolgozasahoz.

ERETTSEGI KOVETELMENYEK

Kozépszint: Tudja és hasznalja a szinusz- és koszinusztételt. Tudjon szamolasokat végezni altalanos haromszogben.
Emelt szint: Szinusz- és koszinusztétel bizonyitasa

JAVASOLT ORABEOSZTAS
1 Szinusztétel

2 Szinusztétel alkalmazasa

3 Koszinusztétel

4, Koszinusztétel alkalmazasa
5 A két tétel alkalmazasa

6. Feladatok megoldasa

7. — 8. Gyakorlati alkalmazas
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MODULVAZLAT

Lépések,
tevékenységek

zinusztétel és alkalmazasa

.| Mintapéldék megbeszélése, szinusztétel felfedezése

Kiemelt készségek, képességek

szamolas, becslés, induktiv, deduktiv
gondolkodas, szovegértés, kombinativ
gondolkodas

Eszkoz/
Feladat/
Gyilijtemény

1., 2. mintapélda

.| A szinusztétel gyakorlasa a hdromszog néhény adatanak ismereté-

ben (szakértdi mozaik, csoportmunka)

deduktiv gondolkodés, szdmolas, szami-
tas

Az 1. feladat példaibol va-
logatva
9.1. kartyakészlet

.| A 3., 4. mintapéldak megbeszélése.

szovegeértés, szamolas, szamitas, mennyi-
ségi kovetkeztetés, valosziniiségi szemlé-
let, kombinativ gondolkodas

3., 4. mintapélda; 9.3 és 9.4
feladatlapok

.| Gyakorlas szakértéi mozaikkal

szOovegertés, szamolas, szamitas, mennyi-
ségi kovetkeztetés, valosziniiségi szemlé-
let, kombinativ gondolkodas

A 2-10. feladatokbdl valo-
gatva

1.

I1. Koszinusztétel és alkalmazasa
| —

Mintapéldak megbeszélése, koszinusztétel felfedezése

szamolas, becslés, induktiv, deduktiv
gondolkodas, szovegértés, kombinativ
gondolkodés

5., 6., 7. mintapélda;
9.5. feladatlap

.| A koszinusztétel gyakorldsa a haromszog néhany adatdnak ismere-

tében (szakértdi mozaik, csoportmunka)

deduktiv gondolkodas, szamolas, szami-
tas

A 11. feladat példaibol va-
logatva
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3.1A 8., 9., 10. mintapéldak megbeszélése

szovegértés, szamolas, szamitas, mennyi-
ségi kovetkeztetés, valosziniiségi szemlé-
let, kombinativ gondolkodas

8., 9., 10. mintapé¢lda;
9.6,9.7. ¢és 9.8. feladatlapok

4. | Gyakorlés szakért6i mozaikkal (csoportmunka)

szOvegértés, szamolas, szamitas, mennyi-
ségi kovetkeztetés, valoszinliségi szemlé-
let, kombinativ gondolkodés

A 12-19. feladatokbol va-
logatva;

I1II1. Vegyes feladatok

1. | Gyakorlas ellendrzés parban modszerrel (csoportmunka)

szovegértés, kombinativ gondolkodas,
szamolas, szamitas, becslés, valdszinlisé-
gi szemlélet, deduktiv kovetkeztetés

A 20.-26. feladatokbol va-
logatva

2. | Gyakorlés szakért6i mozaikkal

szovegértés, kombinativ gondolkodas,
szamolas, szamitas, becslés, valosziniisé-
gi szemlélet, deduktiv kovetkeztetés

A 27-39. feladatokbol va-
logatva;
9.2. kértyakészlet

3. | Gyakorlas (feladatkiildés, csoportmunka), vagy feladatok megolda-

sa tetszOleges modszerrel

szovegértés, kombinativ gondolkodas,
szamolas, szamitas, deduktiv kovetkezte-
tés

Az 1-39. feladatokbol valo-
gatva (ami kimaradt)
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Bevezetés

Derékszdgli haromszdgekben mar megismertiik a szogfiiggvényeket.

_ szoggel szemkozti befogd  a

sina —
atfogo

, letti befoed ‘

oS o — szogm,e ettlrbe 0go _ b C X
atfogo c
szO0ggel szemkdozti befogd a a

tga= ~ . PO b

sz0g melletti befogd b
ctg o = szO0g melletti befogo b

szoggel szemkdzti befogod a

Ekkor a szdgek 0° és 90° kozotti értékeket vehettek fel. Késobb kiterjesztettiik a szogfiigg-
vény fogalmat tetszdleges szogekre is. E10szor 0° és 360° kozotti szogekre, majd a forgasszo-
gekre is értelmeztiik a szogfiiggvényeket.

TetszOleges forgasszog koszinuszan az adott irdnyszogili egységvektor x koordinatajat, szinu-

szan pedig az y koordinatajat értjiik.
VA
clg a 1

Forgasszdg tangensét, illetve kotangensét a kovetkezoképpen —+—————+

definialtuk: 1 sin o

Y

sin o L
tga = , ahol cos a =0, ~1'cos o 1
cos a

B 4

, ahol sin a # 0.

SIn @

cos &
ctga =

Mivel altalanos haromszogekben nem alkalmazhatok ezek az Gsszefiiggések, igy azok hiany-
70 szogeinek, oldalainak kiszamitasahoz altaldban a magassagvonalakat hivtuk segitségiil. Ez
az eljards ugyan jo eredményre vezetett, de meglehetésen hosszadalmas, néha bonyolult is
volt.

Ebben a modulban olyan trigonometrikus 0sszefliggéseket ismeriink meg, amelyek joval egy-

szerubbé teszik korabbi szamitasainkat.
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Modszertani megjegyzés: Az Osszetettebb feladatokhoz a megoldasban leirt tervek segitségé-
vel feladatlapok készitheték, a mintapéldak feladatlapjaihoz hasonléan. Igy kiilonboz6 képes-
ségli csoportok is meg tudjak oldani a példakat. Jobb képességii csoportoknal a mintapélddk a
feladatlapok segitségével 6nallo feldolgozasra is kiadhatok.

Feladatlapok késziiltek a 3., 4., 6., 7., 9. és 10. mintapéldakhoz, de ezek csak egyfajta gondo-
latmenetet mutatnak meg. Van olyan feladat, amely tobbféleképpen is megoldhat6. Tanitéasi
ora kozben a tandr akkor hasznélhatja ezeket a feladatlapokat, ha a gyengébb tanuloknak ki-

sebb 1épésekre bontassal szeretne segiteni a feladat megoldéasaban.
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I. Szinusztétel

Mintapélda,

Egy hegy aljarol a tetejére libegével és gyalog egyarant fel lehet jutni. Ha az 0svényen me-
gyiink a hegy tetejére, kozvetleniil a libegd allomasanal lyukadunk ki. A libegd palyajanak
meredeksége 15°, a hegy oldalan felvezetd egyenes Osvényé 17°. A libegd indulasi pontjatol

mindossze 120 m-t kell sikterepen eldre sétalnunk, hogy elérkezziink az 6svényig.

a) Hanyszorosa a kotélpalya hossza az 6svény hosszanak?

b) Milyen hosszu a libegd kotélpalyaja? Mennyit kell gyalogolnia annak, aki az dsvényt va-

lasztja?
c¢) Milyen magas a hegy? C
Megoldas:
A: alibeg6 kiindulési pontja Y
B: az 6svény kiindulasi pontja & s
C: a hegy teteje, ahova megérkeziink. 4 1210511{ 5 17 i

Tovabba tudjuk még, hogy AB =120 m; o= 15°; f=17°.

Feltételezziik, hogy B-bdl C-be szintén egyenes szakasz vezet.

Keressiik az AC = b aranyt. Tovabba: b=?,a=?,m="?
BC a

A magassag talppontjat jeloljiik M-mel.

a) Az AMC derékszogi hdromszdgben sina = = m=b-sina.

2 [F o3

A BMC derékszogli haromszogben sin f = = m=a-sinpf.
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Ebbdl a-sin f=b-sincx .

Mindkét oldalt elosztjuk b-vel, illetve sing-val: & =%
b sinp

Tehat a két oldalhossz aranya megegyezik a veliik szemkozti szogek szinuszénak ara-

nyaval, vagyis %: S@SO =0,8852 (sin 17° = sin 163°). Ebbdl atrendezéssel adodik,
sin

hogy b~ 1,13 a.

A kotélpalya hossza kb. 1,13-szorosa az 6svény hosszanak.

b) Az ABC haromszogben ismerjiik az 4B oldalt, ami 120 m és a rajta fekvo két szoget.
A haromszdg harmadik szoge: y = 2°

. o . ) _ . a sino ,
Bizonyithato, hogy az a) részben kapott 6sszefiiggéshez hasonldan igaz — = — és
¢ siny

b _sinf

c siny

Osszefiiggés is.

Behelyettesités utan kapjuk:
a sinl5° 120-sin15°
_ — g 2Ysmo

—=— a - ~ 8899,

120 sin2° sin 2°

illetve 2 Sy 120-sinl 7 600
sin 2° sin 2

Az 6svény kb. 890 m hosszu, mig a kotélpalya kb. 1005 m hossz.

¢) A hegy magassaganak meghatdrozasdhoz példaul felhasznalhatjuk a BMC derékszogl
haromszoget.

m

sinl7° = 5" Ebbdl m = 889,9-sin 17° ~ 260,2 .

b

A hegy kb. 260 m magas.

Szinusztétel: Barmely haromszogben az oldalak aranya meg-
egyezik a velUk szemkozti szogek szinuszanak aranyaval:

a:b:c=sina:sinf:siny
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A szinusztétel bizonyitasa (kiegészito anyag)

A héaromszog teriiletét kiszamithatjuk, ha ismerjiikk két oldalat és az altaluk kozbezart
szoget. A teriiletet megkapjuk, ha a két oldal szorzatat megszorozzuk a kozbezart szog
szinuszaval, és vessziik a kapott szorzat felét.
T a-b-siny a-c-smf b-c-sina
2 2 2

a-c-smfi _b-c-sina

2 2
Mindkét oldalt beszorozzuk 2-vel és elosztjuk c-vel (¢ # 0):

a-sinff=b-sina,

Ebbdl

ami az allitast igazolja.

Megjegyzés: A szinusztétel mas alakban is felirhato.

Mindkét oldalt elosztjuk b-vel €s sin f~val. Az osztast elvégezhetjiik, mert a haromszog
egyik oldala sem és szOgei szinusza sem lehet 0.

Kapjuk: g s?na :
b sinp

. , a sina , b sin
Hasonl6an igazolhatok: —=——,¢sS =— B )
¢ siny ¢ siny
£ (s . a b c
Atrendezés utan kapjuk: — ==,

sina.  sinf}  siny

Mintapélda,
A szokasos jeloléseket hasznalva adjuk meg a haromszog néhany adatat. Hatarozzuk meg a

haromszog hidnyz6 oldalait és szogeit!

a)a=42cm;c=3,7cm; a=54° Ve

b)a=4,2cm; c=3,7 cm;y=54° AV

c)b=8cm;a=4cm;a=30° . =

d)B=75%a=12,1dm; b=82 dm 7
Megoldas:

a) Adott: a=4,2 cm; ¢ = 3,7 cm; a = 54°.
Keressiik a b oldalt, valamint a fés yszogeket.
A szinusztétel segitségével y konnyen meghatarozhato:

siny ¢ .
- =— = siny=
sina a a 4,

c-sina _ 3,7-sin 54°

=0,7127.

Két olyan szdg létezik 0° és 180° kozott, amelyiknek szinusza 0,7127:

y
1 =45,5° és 1= 180° —45,5° = 134,5°. 1

Minthogy a > ¢, ezért a> ¥, igy 7 nem megoldas. ‘ /<
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Tudjuk, hogy a+ f+y=180°, ebbdl = 180° —54°—45,5° = 80,5°.
A b oldalt ismét szinusztétellel hatarozzuk meg:

b sinf = pe 3,7-sin80,5°

. . 51.
c siny sin45,5°

A keresett haromszog oldalai 4,2 cm, 3,7 cm és 5,1 cm hosszuak, szogei pedig 54°;

45,5° és 80,5°.

b) Adott: a =4,2 cm; ¢ = 3,7 cm; y= 54°.

Keressiik a b oldalt, valamint az « és £ szogeket.

A szinusztétel segitségével oo meghatarozhato: 51.n0c _——
siny ¢
. -5l . 4,2 -sin 54°
Ebbél sina = a-smy . Behelyettesitve: sina = %115 =09183.
c bl

Két olyan szdg létezik 0° és 180° kozott, amelyiknek a szinusza 0,9183:
o =66,7° és a=180°—-66,7°=113,3°. 1l

Két haromszog is lehet j6 megoldds. Az egyik hegyes, a masik i

tompaszogii.

I. esetben o, = 66,7°
Tudjuk, hogy o+ S+ y=180°. Ebbdl f= 180° —66,7° — 54°= 59,3°.

o . . b sin
A b oldalt ismét szinusztétellel hatarozzuk meg: —=— b
a sina,

Atrendezéssel adodik: b =2 -‘smﬁ = 4’2: sin>9,3 ~39
sina, sin 66,7°
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II. esetben a, =113,3°
Az 1. megoldashoz hasonloan jarunk el. Ezuattal = 180° —113,3° -54°=12,7°.
Alkalmazzuk a szinusztételt az o, és S szdgekre, valamint az a €s a keresett b ol-
dalra: U = M .
a sina,

a-sinff 4,2-sin12,7° ~1
sina, sin113,3°

Atrendezéssel adodik: b =

A kovetkezo két megoldast kaptuk:
I. A hegyesszogli haromszdg hidnyz6 adatai: o, =66,7°; f=59,3°; b =39 cm.

II. A tompaszdgli haromszdg hidnyz6 adatai: a, =113,3°; f=12,7°; b =1,0cm.

c) Adott: b=8 cm; a =4 cm; o= 30°.
Keressiik a f¢és yszogeket, valamint a ¢ oldalt.
A szinusztétel alkalmazasaval megkapjuk a £ szdget:
sinfg b 8-sin30°

—— =— Ebbdl atrendezéssel kapjuk: sinf=——=1 = f=90°,
sina a 4

tehat a haromszog derékszogi.
y=90° — 30° = 60°, a c oldalt vagy szogfiiggvény, vagy Pitagorasz-tétel segitségével
hatarozhatjuk meg.
Most alkalmazzuk a Pitagorasz-tételt: ¢* =b> —a’ =8° —4> =48,
Ebbdl ¢ =+/48 =443~ 6,9.
A keresett értékek: f=90°; y=60° és ¢ = 6,9 cm.
d) Adott: f=75° b=28,2dm; a=12,1 dm.
Keressiik az « és a yszogeket, valamint a ¢ oldalt.

sino. _a
sinf b

A szinusztétel alkalmazasaval kiszdmithatjuk az o szdget:

a-sinff 121-sin75°
b 8,2

Ebbdl sina = ~1,4253.

Barmely szdg szinusza legfeljebb 1, ezért ilyen haromszdg nem 1étezik.

Megjegyzés: A szinusztételnél tapasztaltak megegyeznek az elemi geometriaban tanult isme-

reteinkkel:
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Ha adott egy haromszog két oldala, és a rovidebbikkel szemkdzti szoge, akkor a kovetkezo
esetek lehetségesek:

1. Két megoldasa van, egy tompa- és egy hegyesszogli haromszog.

Ekkor siny<1 és j-ra egy hegyes €s egy tompaszdg adodik.

2. Egyetlen megoldasa van, mégpedig a haromszog derékszogii.

Ekkor siny= 1, innen y= 90°.

3. Nincs ilyen haromszog.

Ekkor siny> 1, nincs haromszog.
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Feladatok

9.1. kartyakészlet alkalmazasa
Az 1. feladat megoldasahoz szakért6i mozaik modszert javaslunk csoportmunkaban, négyfOs
csoportokban. Ehhez rendelkezésre all a 9.1 kértyakészlet A, B, C és D felirati kartyakkal,
amelyet a modul tobbi, szakért6i mozaikkal feldolgozhaté feladatanal is alkalmazhatunk. Al-
talaban az A feladatok a legkdnnyebbek, a D jeliiek pedig a legnehezebbek.
Ajanlas:

a) két lehetséges megoldas koziil csak az egyik jo, a masik esetén a haromszog belsd

szogeinek 0sszege nagyobb 180°-nal.

b) egy jo megoldas: adott egy oldal, valamint két szog.

c) két j6 megoldas

d) nincs ilyen haromszog
A tobbi feladat gyakorlasnak vagy hazi feladatnak kitlizhetd.

== 1. Az aldbbi tablazatban haromszogek adatai szerepelnek a szokasos jelolésekkel. (Az

oldalak mértéke az egység.) Szamold ki a tablazat hidnyz6 értékeit!

a b c a B 4
a) 13 17 58°
b) 20 69,5’ 41,6°
m A 52 75 16,27°
) 3,6 42 76°
e) 27 18,2 103,4°
f) 11,32 15,02 37°
g) 13 97° 51°

Megoldasi utmutato:

A feladatok a 2. mintapélda alapjan oldhatok meg.

a b c a p Vv
a) 19,83 13 17 81,57° 40,43° 58°
b) 28,1 28,2 20 68.,9° 69° 30 41,6°
a; ~119,6 oy =~ 139,9° n =~ 23,83°
C) 52 75 16,27°
a,~24.4 o~ 7,56° »n =~ 156,17°
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sinf3 > 1,
d) 3,6 4,2 — 76° _
nincs mo.
e) 27 16,8 18,2 103,4° 35,63° 40,97°
f) 11,32 15,02 18,8 37° 53° 90°
) 13 24,35 19,06 32° 97° 51°
Mintapélda;

Milyen hosszuak az altalanos négyszog oldalai, ha az AC atloja 18 cm hossza? Az A csucsnal
1év6 szoget az atld 36,2°-o0s €és 32,6°-0s, a C cstcsnal 1évo szoget pedig 18°-0s és 42°-0s ré-

szekre bontja ugy, hogy a 36,2°-0s és a 18°-0s szdgek vannak azonos oldalon.

Megoldas:

Tudjuk, hogy az «a szoget az atlo két részre bontja: a; =
36,2°; a,=32,6°.
A szoveg alapjan = 36,2° + 32,6° = 68,8°.

Az atlot e-vel jeldlve e = 18 cm.

Az atlo a yszoget is két részre bontja. y; = 18°; y» = 42°.
Terv:

1. A négyszog B €és D csucsanal 1évo szogének meghatarozasa

2. CDA haromszdg oldalainak kiszamitasa szinusztétellel

3. ABC hiromszdg oldalainak kiszamitdsa szinusztétellel
Szamitas:

1. CDA haromszogbdl o= 180° — 36,2° — 18° = 125,8°.

Az ABC haromszogbdl f= 180° —42° —32,6° = 105,4°.

5 i:m‘nyl N d:e-§1ny1 _1?-31n18 _
e sind sin o sin125,8°

b

¢ sina, e-sina, 18-sin36,2°
—=— = c=—o =— =13,1
e sind sin & sin125,8°
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3 é:sglocz N b:e-s‘mocz :18.-51n32,6 101
e sinf sin 3 sin105,4°
2251.ny2 - a:e-§1ny2 :ls-s1n42 _125
e sinf sin3 sin105,4°

A négyszog oldalainak hossza: 12,5 cm; 10,1 cm; 13,1 cm; 6,9 cm.

Mintapélda,
Az utasokat a folyon egy komp viszi az egyik partrol a masikra. A kiindulasi pontbol a cél a
folyasi irdnnyal a parthoz viszonyitva 30°-os szogben latszik. A folyd sodrasa miatt a komp-
nak mds irdnyban kell haladnia. Mekkora ez az eltérés, ha a komp sebessége allovizben
2,5 m/s, a foly6é 2 m/s?
Megoldas:
A K kiindulasi pontbol az E érkezési pont- _ E
ba szeretnénk eljutni. Ha az E pontot cé-
lozzuk meg, akkor a folyd sodrdsa miatt
lejjebb kotiink ki. Ezért egy feljebb 1évo 7300
pont a cél, amit a komp akkor érne el, ha K
allovizben kozlekedne.
A kompot a K kiindulési pontbdl a viz sodra 1 masodperc alatt a 2 méterre levé L pontba
viszi. Az LKE sz6g 30°. A komp 4ll6 vizben 1 sec alatt 2,5 métert tesz meg, igy a K pont-
bol az F pontba jutna. Az EKF szoget keressiik. Tovabbiakban jeloljiik a-val.
Egy masodperc alatt a komp az £’ pontba jut.
E—'l:

KL|=[FE| =25 |KF|=|F'L| =25

A KL ésa KF vektorok ereddje a KE'. Az abran a vektordsszeadasnak megfeleld para-
lelogramma szerepel.

Az LKE’ sz0g és a KE'F sz0g megegyezik, mert valtoszogek. A KE'F haromszognek is-
merjiik két oldalat, a nagyobbikkal szemben 1év6 szogét, és keressiik a kisebbikkel szem-
ben 1évit. Mivel nagyobb oldallal szemben nagyobb szog van, ezért a keresett szog 30°-
nal kisebb lesz.

Felirjuk erre a hdromszdgre a szinusztételt:

éma :i = sina=04 = a=23,6°
sin30° 2,5

A masik megoldas tompaszog lenne, ami nem lehetséges.
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A kompnak egy 23,6°-kal feljebb 1év6 pontot kell célba vennie, hogy a kikotohoz érkez-

zen.

Feladatok

Modszertani megjegyzés: A kovetkezd feladatok megoldasahoz szakértéi mozaik moddszert
javaslunk.
Ajanlas:
,»A” jeltiek feladata: a szinusztétel kdzvetlen alkalmazasat igényld egyszer, a hétkoz-
napi ¢letbdl vett szoveges feladatok (2. feladat)
,B” jeliiek feladata: Osszetett feladatok haromszogekre (6. feladat)

,»C” jeliiek feladata: stzetett feladatok sokszogekre (7. feladat)
,D” jeltiek feladata: Osszetett gyakorlati feladatok (10. feladat)

,»A” jeltiek feladatai:

T 2A folyoparton 1évd kikotdbol két iranyba szoktak inditani kompot. A céldllomasok a
folyd tulpartjan vannak. Az egyik 1,5 km-re van a foly6 sodrasaval megegyezd irany-
ban. Ebbdl a célallomasbol a kiinduldsi pont 11,5°-0s szogben latszik. A masik célal-
lomasbol pedig, ami a folyo sodrasaval ellentétes irdnyban taldlhatd, 7,2°-o0s szgben

latszik. Milyen tdvol van a masik célallomas a kiindulési pontt6l?

Megoldas:
Ismerjiik a KPQ haromszogben a g oldalt, és ke- £ t 220§
~ ____::i.b_h- | =
ressiik p-t. A g oldallal szemben a fszog, a p ol- R ol -

dallal szemben az « szog tartozik, ahol
qg=15km; f=17,2° a=11,5°.

p _sina

» g-sina
q sinp sin 3

2,4

A masik célallomas 2,4 km-re van a kiindulasi ponttol.

== 3. Egy emeletes csaladi hazban a padlasra eredetileg 60°-0s emelkedésii, 3,4 m hosszu
falépcsot épitettek. A tulajdonos ezt tilsdgosan meredeknek tartotta, és kicseréltette
45°-0s emelkedésii 1épcsdre. Mennyivel lett hosszabb a 1épcsd?
Megoldas:
Az ABC haromszogben az alabbi adatokat ismerjiik: q

b=3,4m; f=45° a=180°—-60° = 120°.
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Keressiik az a oldalt.
Alkalmazzuk a szinusztételt:
a _sinl20° _3,4-sin120°

— = = a - 4.2
3,4 sin45° sin45°

A két hosszusag kiilonbsége: 4,2 -3,4=10,8 .
A 1épcso 0,8 méterrel lett hosszabb.

= 4. A domb tetején levo kilato tetejétdl 30°-os depresszioszogben

(a vizszintestdl negativ irdnyban felvett szog) latszik a kilatd

aljatol 3 km-re 1évo kicsiny telepiilés egy pontja. A kilaté 20 m
magas. Mekkora szogben latszik e pontbdl a kilato?
Megoldas:
Jeloljiik 4-val a megfigyelési pont helyét, B-vel a kilato tetejét és C-vel a kilato aljat.
Ennek megfeleld jeloléseket haszndlva tudjuk: b =3 km; a =20 m; a="?
B =30°= B=060°

sina_a a-sinf

sinﬂ_g

= sina = =0,0058 = «a=0,33°

Megjegyzés: a masik megoldasnak a feladat szovege miatt nincs értelme.

A telepiilésrdl a kilato 0,33°-ban latszik.

,B” jeliiek feladatai:

5. Egy haromszdg teriilete 62 m”. Két szdge 40° és 60°. Milyen hosszuak az oldalai?
Megoldas:
Terv:
1. A haromszdg harmadik szogének kiszamitasa
2. Behelyettesités a teriiletképletbe (két oldal ismeretlen)
3. Szinusztétellel az egyik ismeretlen oldal kifejezése a masik oldal segitségével
4. Visszahelyettesités a teriiletképletbe, megoldas
5. 3.-ban kifejezett oldal kiszamitasa
6. Harmadik oldal kiszamitasa szinusztétellel
Szamitas:
1. a=40° p=60° y=180°-40°-60°=80°.
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2. 7=9087 63~ 0.4924ab
3. A szinusztétel alapjan: a_ s%n Y ~a=b s?na ~(0,7422b.
sin f# sin 8

4,62 ~0,4924-0,7422 b* = b ~ 13,0 .
5.a=0,7422b ~ 9,67 .
siny

. r 144 C
6. A szinusztételbol — = —
a sino

Az oldalak kb. 13,0 m, 9,7 m illetve 14,8 m hossztak.

=>c~148 .

6. Egy hdromszog két szoge 76° és 48°. A 76° nagysagl szog szogfelezdje 8,6 cm hosszu.
Milyen hossztak a hdromszdg oldalai és mekkora a hidnyz6 szoge?

Megoldas:

a=176° y=48°. Az a szodg szogfelezdje f,= 8,6 cm.

A szogfelez6 BC oldallal valoé metszéspontjat jeloljiik F, -val.

Terv:

1. Az AF,C sz6g (0) kiszamitasa
2. b oldal meghatérozasa szinusztétellel

3. f kiszamitasa

4. c oldal meghatéarozasa szinusztétellel

5. a oldal meghatarozasa szinusztétellel
Szamitas:

1. 6=180° — 38° —48° =94°

2. Az ACF , haromszogben s%nS = b = b= M ~11,54.
siny  f, sin 48°
3. f=180°—76°—48° = 56°
4. Az AF ,B haromszogben M - = ¢= M ~10,35.
sinf3 £ sin56°
5. Az ABC hiromszogben & =30% — - 1154:Sn767 0 o)
b sinf sin 56°

A haromszdg hidnyzo6 szoge 56°-o0s. Az oldalai 11,54 cm, 10,35 cm ¢€s 13,51 cm hossztak.
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,C” jeltiek feladatai:

| Egy trapéz hosszabbik alapjan fekvd szogei 32° €s 64° fokosak. Két alapja 6 ¢és 14 egy-
ség. Milyen hossztak a szarai?
Megoldas:
A D csucsbol parhuzamost huzunk a BC szérral.
Az 1igy kapott AB’D haromszognek a szogei
a=32°% [f=64°.

Az AB’D héromszdg AB’ oldala a trapéz két alap- ~
janak a kiilonbsége: 4B’ = 14 — 6 = 8§ egység.
y=180°—32°—64° = 84°

A szinusztétel alkalmazasa:

sin 64° & -sin 64°
=>b=——

., b
b meghatarozéasa: — =

: . =b~72;
sin 84° sin 84°
d meghatérozasa: d = S%n32 d=43 .
sin 84°

A trapéz szérai 4,3 és 7,2 egység hosszuak.

) Egy trapéz rovidebbik alapja, CD = 4,6 dm. Az egyik atloja, AC = 5,7 dm. A D cstcs-
nal 1évo szog 110°, a B csucsnal 1évo pedig 50°. Milyen hosszuak a trapéz ismeretlen
oldalai és szogei?

Megoldas:

Terv:
1. A trapéz masik két szogének kiszamitasa
2. Kiszamitani, hogy az 4tl6 mekkora részekre osztja a szogeket (szinusztétel)
3. A trapéz szérainak és masik alapjanak kiszamitdsa szinusztétellel
Szamitas:

1.0=110° = a=70%a=a, +a,

L=50° = y=130°%y=y+7,

sina, 4,6
" sinl10° 5,7

= sina, =0,7583

a, =49.3° a, =20,7°
ar="71=20,7° »=109,3°
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d sin20,7° 5,7-sin20,7°
L —=— = d=—"—""—=2]
5,7 sinll0° sin110°
i _ 511.120,7 — ba26
5,7 sin50°
i=51n‘109,3 ~ a~T0
5,7 sin 50°

A trapéz hianyz6 szdgei 70° és 130°-osak. A keresett oldalai 2,1 dm, 2,6 dm és 7,0 dm

hosszuak.

) Egy szabalyos a oldalu 6tszogbe rajzoljunk egy szabalyos haromszoget ugy, hogy a
haromszog egyik oldala parhuzamos legyen az 6tszog egy oldalaval, valamint ezzel az
oldallal szemkozti cstics az 6tszog egyik csucsa. Hanyszorosa a haromszog oldala az
Otszog oldalanak?

Megoldas:

A szabalyos 6tszognek €s a szabalyos haromszognek kdzos szimmetriatengelye van.

Jeloljiik b-vel a szabalyos haromszog oldalat. A szabalyos 6tszog szogei 108°-osak.

Az abra alapjan: U = sin108 = b=128a.

a sin4g&°

A haromszog oldala kb. 1,28-szorosa az 6tszog oldalanak. — 48°

,D” jeltiek feladata:

10. A siksagon allva két, egymas mogott 1évé hegycsucsot latunk, a kozelebbit 22°, a
tavolabbit 27° emelkedési szogben. Ha 800 métert gyalogolunk eldre, akkor a két
hegycstcs kozos, 53°-os emelkedési szog alatt latszik. Milyen magasan vannak a

hegycsucsok a siksag folott, €s milyen tadvol vannak egymastol 1égvonalban?
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D

6_10 |': (

B ?I{I)O m -/!

Megoldas:
Jeldlje A a kiindulasi pontot, B a 800 méterrel kozelebbi pontot, M a kozelebbi hegycsu-
csot, N a tavolabbi hegycsucsot.
Terv:
1. AMB sz6g meghatarozasa
2. BM oldal kiszamitasa szinusztétellel
3. Kisebbik hegy magassaganak meghatarozasa
4. BNA szdg kiszamitasa
5. BN oldal kiszamitasa szinusztétellel
6. Nagyobbik hegy magassdganak meghatdrozéasa
7. Két hegy tavolsdganak kiszamitasa
Szamitas:
1. A B csucsnal 1év6 53°-o0s szog egy haromszog kiilsé szdge, ami a nem mellette 1évo
két belso sz0g 0sszege, ezért az AMB sz6g nagysaga 53° —22° =31°.

2. A szinusztételt alkalmazva kiszamitjuk a BAM haromszdg BM oldalanak hosszat:

BM_sin22 BM ~581,9 (m).
800 sin31°
3. A kisebbik hegy magassaga: sin53° = 5;; 5 = m=464,7 (m).

4. Ugyanigy jarunk el a BAN haromszogre is: BNA szog = 53° —27° = 26°.

s BN _sin27 BN ~828,5(m).
800 sin26°
6. A nagyobbik hegy magassdga: sin53° = 82’; 5 = n=6617.

7. A két hegycsucs tavolsaga légvonalban BN — BM = 246,6 .

A hegycsucsok a siksag folott kb. 465 m és kb. 662 m magasan vannak. Egymastol valo
tavolsaguk kb. 247 m.
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Il. Koszinusztétel

Mig a szinusztétel a haromszog két oldala és a veliikk szemkozti szogek kozott mutat dssze-

fliggést, addig a koszinusztétel a haromszdg 3 oldala és egyik szoge kozott.

Mintapélda;

Egy sebességmérd miiszer az autodut egyenes szakaszan 32 m tavolsdgban érzékelt egy balrdl
kozeledd autot. Egy masodperc mulva ugyanazt az autét mar jobbra, 46 m-re mérte be. Az
aut6 elso helyzete (4), a radar (C), és az autd masodik helyzete (B) meghatarozta ACB szg
35°. Mekkora az aut6 sebessége?

Megoldas: A ¢ B

Készitstuink abrat!

A sebesség kiszamitasdhoz sziikségilink van arra, hogy hany

métert tett meg ez 1d6 alatt az autd: ¢ =?

Alkalmazhaté a kovetkez6 Osszefiiggés, amelyet koszinuszte-

telnek neveziink: ¢* = a* + b* — 2ab-cosy .

Behelyettesitjiik a, b és y értékét:
¢* =467 + 327 — 2-46-32-cos 35° = 3140 — 2411,6 = 728 4
c =27 (m)

Ennek az alapjan v = % = ? =270 - 97,2%.
S

Az auto sebessége 97,2 km/h a miiszer szerint.

(Koszinusztétel: Barmely haromszodgben az egyik oldal négyzetét meg-
kapjuk, ha a masik két oldalanak négyzetdsszegébdl kivonjuk a kozbezart
sz0g koszinuszanak és ezen oldalaknak a kétszeres szorzatat:

c’=a’+b%-2ab-cos y

a’=b?%+c?-2bc-cos a

b%=c?+ a’-2ca-cos 8
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Megjegyzések:

1. Ha y=90°, ui. a haromszog derékszogli, akkor a ¢* = a* + b* — 2ab-cos 90° képlet atalakul,
azaz ¢ = a* + b*, mivel cos 90° = 0, igy 2ab-cos 90° = 0.

A koszinusztétel derékszogli haromszog esetén a Pitagorasz-tételt adja.

2. A koszinuszfiiggvény 0° és 180° kozott kdlesondsen egyértelmil, ezért a koszinusztétel
minden esetben egyértelmii megoldast ad, feltéve, hogy létezik a megadott adatoknak meg-
felel6 haromszog.

3. A koszinusztétel és a 2. megjegyzés azt is jelenti, hogy ¢* = a* + b* csak akkor 4ll fenn, ha

y=90°. ( A Pitagorasz-tétel megforditsa is igaz.)

A koszinusztétel bizonyitasa (kiegészito anyag)
Az ABC haromszogben vezessiik be a kovetkez6 jeloléseket: CB =a; C4A =b.
Ekkor AB =c=a—Db.
A haromszdg oldalainak hossza éppen ezen vektorok hosszaval egyenld.
Tudjuk, hogy a*=|a* = %, b* = |b[* = b* és ¢* = |c|* =

Emeljiik négyzetre a ¢ = a — b egyenlet mindkét oldalat!
2 _ 2
¢ =(a—b)
A =d+b*-2ab
A kétszeres szorzatban ab két vektor skalaris szorzatat jelenti. Eszerint
ab = |a]-|b|-cosy= ab-cosy .
Behelyettesitjiik a megfeleld helyekre a vektorok négyzete és az oldalak négyzete kozotti

crer

juk a koszinusztételt:
& =a* + b* —2ab-cosy.

Mintapélda,
Egy haromszog oldalai 8 cm, 11 cm és 13 cm hossziak. Mekkorak a szogei?
Megoldas:

Terv:

1. Mivel a koszinuszfiiggvény 0° és 180° k6zott kdlesondsen egyértelmi, ezért koszi-
nusztétellel kiszdmitjuk a legnagyobb oldallal szemkdzti szoget.

2. Ezek utdn mar barmely masik szoget meghatarozhatjuk szinusztétellel. Most mar
nem kell odafigyelni a tompaszdgli megoldasra, hiszen a legnagyobb szdget az els6
1épésben megkaptuk.

3. A haromszog belsd szogeinek osszege 180°. A harmadik szdget ennek alapjan hata-

rozzuk meg.
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Szamitas:
1. 13 =11*+ 8% - 2-11-8-cosy
A kijelolt miiveletek elvégzése és egyenletrendezés utan kapjuk:
cosy= 10,0909 = y= 84,8°.

o, M 84.8 = 13 = sinf=0,8427 = [ =57,4°, a tompaszdgli megoldds nem

" sing 11
lehetséges, mert a haromszog legnagyobb szdge 84,8°.
3. a=180° - 84,8° - 57,4° = 37,8°
A haromszdg szogei: 84,8°; 57,4° és 37,8°.

Mindig az adott feladatban megadott adatoktdl fiigg, hogy a haromszogekre kimondott két

tétel koziil melyiket alkalmazzuk.

A szinusztételt akkor alkalmazhatjuk, ha
1. adott egy haromszog egyik oldala és két szdge.
2. adott két oldal és az egyikkel szemkozti szog.
A koszinusztételt akkor alkalmazhatjuk, ha

1. adott két oldal és a kdzbezart szog.

2. adott harom oldal.

Mintapélda;
A szokésos jeloléseket hasznalva megadjuk a haromszog néhany adatat. Hatdrozzuk meg hi-
anyzo oldalait és szogeit!

a)a=142cm;b=9,2 cm; y="72°

b)a=5cm;b=6cm;c=7cm

c)a=54cm;c=78cm; a=37°

Megoldas: /
a) Készitsiink abrat! B 9.9

Mivel a c oldalhoz tartozo szog adott, ezért a kovetkezoképpen irjuk fel a koszinusztételt:

¢ =a*+b*—2ab cosy.

Behelyettesitiink: ¢ =142>+92>-2-14,2:9,2-cos 72° ~ 205,54 ;
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c~143.
A szinusztétel alkalmazasaval meghatarozzuk o értékét.

51‘n “«_4 , ahonnan §1n @ _ 14,2 , sina~ 0,9444 .
siny c sin72° 14,3

a=70,8°

L=180°—(a+ ) =372°
A haromszdg harmadik oldala 14,3 cm, hidnyz6 szdgei 70,8° és 37,2°.

Modszertani megjegyzés: az a szog koszinusztétellel is kiszamithatd. A kozelitd értékek-

kel val6 szamolas miatt az utols6 jegyben eltérés lehet.

b) Készitsilink abrat!
B o

Mivel a koszinuszfiiggvény 0° ¢és 180° kozott kdlesondsen egyértelmii, ezért koszinusz-
tétellel meghatarozzuk a leghosszabb oldallal szemben 1évd szdget. Mivel nagyobb ol-

dallal szemben nagyobb szdg van, ez a szog a haromszog legnagyobb szdge.
7* =6+ 5%~ 2-6-5-cosy
49 =61 — 60-cosy

= 7 ~78,46°

-12
cosy=——=0,2
4 0

Kétféleképpen haladhatunk tovabb.
I. lehetdség: A koszinusztétel ismételt alkalmazasaval kiszamitjuk valamelyik madsik

szoget, példaul p-t:
62 =7%+ 5%~ 2-7-5-cosf3,

36 =74 —70-cospf,

cosff = _—3?) ~0,5429 = p~=57,12°.

II. lehet6ség: A szinusztétel alkalmazasaval szamitjuk ki valamelyik masik szoget, pél-

daul At
_sinf 6 Ginp~08398 = B 5712,

sin78,46° 7
A masik megoldas nem lehetséges, mert a haromszog hegyesszogii.
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A harmadik sz0g kiszamitasa: o= 180° — 78,46° — 57,12° = 44,42°.
A haromszdg szogei: 78,46°; 57,12° és 44,42°.

¢) Készitsiink abrat! Mivel a rovidebb oldallal szemkozti szo- -

gét ismerjik, igy két haromszog is adodhat megoldasként.

Ezt a feladatot kétféleképpen oldjuk meg!
I. Szinusztételt alkalmazva:

siny 7.8 .
———=—" = siny=0_8693 = ~ 60,4°% v, ~119,6°.
sin37° 5,4 4 4 V2

1. eset: y; = 60,4°.
B =180°—-60,4° —37° =82,6°

A b oldalt szinusztétellel szamitjuk ki: b = M b=89cm.
5,4 sin37°
2. eset: y»=119,6°.
S>=180°—119,6° —37° =23,4°
A b oldalt szinusztétellel szamitjuk ki: b = % = b=3,6cm.
5,4 sin37°

Az elsd esetben a haromszog harmadik oldala 8,9 cm, hidnyz6 szdgei 60,4° és 82,6°.
A masodik esetben a haromszog harmadik oldala 3,6 cm, hidnyz6 szogei 119,6° és
23,4°.

I1. Koszinusztételt alkalmazva: a* = ¢* + b> — 2bc cos .

Behelyettesitiink:

5,42 =178+ b* — 2b-7,8-cos 37° (b-ben masodfoki egyenletet kaptunk.)
0=>b"—12,46b + 31,68

b~ 12,46i\/12,462 -4-31,68 12,46+5,34
2~ -
’ 2 2

b= 8,9 (cm); by = 3,6 (cm).
Megjegyzés: Innen a hianyzé szégek mindkét haromszog esetében koszinusztétellel
vagy szinusztétellel is kiszamithatok. (Ez utdbbi esetben nem a legnagyobb szdget

szamoljuk, hogy biztosan hegyesszoget kapjunk.) A szdmolas eredményeként az 1.

megoldasban kapott sz6gek adoédnak.
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Mintapéldag
Egy haromszog egyik oldala 8,4 cm, a hozz4 tartozd sulyvonal 7,6 cm hosszu, az adott olda-
lon fekvd egyik szog 48°. Mekkorak a haromszdg hianyz6 oldalai és szogei?
Megoldas:

Tudjuk: ¢ = 8,4 cm; s, = 7,6 cm; o = 48°.

AB felezdpontja S., az AS.C szdget jeloljiik o -val.

Kiszamitando: y; g, a; b.

Terv:

—

. 7sz0g két részének nagysaga szinusztétellel
2. o kiszamitésa
3. b oldal kiszdmitasa szinusztétellel
4. a oldal kiszamitédsa koszinusztétellel
5. Masik szog meghatarozasa valamelyik tétellel
6. A harmadik sz6g kiszamitasa
Szamitas:
1. A stlyvonal a y szoget két részre osztja: y=y + 7 .
siny, 4,2 -sin 48°

: ~04107 = 242°~7,
sino

c
=X = siny, =
SC

b

(A masik megoldas nem lehetséges, mert 155,8° +48° > 180°.)
2. 0=180°—48°—-24,2°=107,8°

sind b 7,6-sin107,8°
3. — =— = b="""=
sina. S sin48&°

c

9,7
4. Az S.BC haromszogben koszinusztétellel szamitjuk ki az a oldalt.

2
a’ =(§j +s —2-§-sc -cos(180°— 5) = 4,2> +7,6° —2-4,2-7,6- c0s 72,2° ~ 55,88

a=75
5. Az ABC haromszogben most mar ismerjiik mind a harom oldalt és az 4 csucsnal 1¢-
vO szoget, amely a legkisebb oldalhoz tartozo szog. Ezért koszinusztétellel kisza-

mitjuk a legnagyobb oldalhoz (b oldal) tartozé szoget.
b*=a*+ ¢ —2ac-cosf
9,7 =17,5> + 8,4 — 2-7,5-8,4-cos

A kijelolt miveletek elvégzése, és egyenletrendezés utan kapjuk: cosf= 0,2597,
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L=74,9°.
6.7 =180°—74,9° — 48,4° = 56,7°
A haromszog hidnyz6 oldalai 7,5 cm és 9,7 cm hosszuak, keresett szogei pedig 74,9°, il-

letve 56,7°-0sak.
Feladatok

Modszertani megjegyzés: A 11. feladat megoldasdhoz a szakértéi mozaik modszert javasol-

juk. Ajanlas:

a) egyértelmli megoldas, tompaszogii haromszog

c) mivel a > b és a adott, a szinusztétel alkalmazasa célszerii. Koszinusztétel
alkalmazasa esetén masodfoku egyenletet kapunk.

d) harom oldal adott

e) egyértelmli megoldas, derékszogii haromszog

A tobbi feladat gyakorlasra vagy hazi feladatnak tiizheto ki.

== 11. A szokésos jeloléseket hasznalva szamitsd ki a hdromszdg hianyzo oldalait és szogeit!

A tavolsagok egységben adottak.

a b c a y
a) 8,2 13,5 9,1
b) 3 5 120°
c) 102 87 84°
d) 7 11 15
e) 36,2 22,4 42,57
f) 7,9 13,4 36,13°
g) 13 14 55°

Megoldasi utmutato: A feladatok a mintapéldak alapjan megoldhatok.

a b c a B y
a) 8,2 13,5 9,1 36,3° 102,5° 41,2°
b) 7 3 5 120° 21,8° 38,2°
c) 102 87 63,1 84° 58° 38°
d) 7 11 15 25,8° 43,3° 110,9°
e) 36,2 22,4 42,57 58,25° 31,75° 90°
f) 7,9 10,825 13,4 36,13° 53,87° 90°
g) 16,5 13 14 75,5° 49,5° 55°

Megjegyzés: A szamitott értékek kozelitd értékek.
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Mintapélda,
Egy paralelogramma atloi 6,2 cm ¢€s 8,7 cm hossztiak. A kdzbezart szogilik 52°. Milyen hosz-

szuak az oldalai?

Megoldas:

Az ABCD paralelogrammaban AC = e = 8,7,
BD=f=62. A

A paralelogramma 4tloi felezik egymast. A felezépontjukat jeloljiik K-val.
Az AKD héromszogben AK = g =435 és KD = % =3,1.

Az AKD szoget jeloljik ¢ -vel: o= 52°.
Keressiik az AD oldalt, ami a paralelogramma b oldala. Az AKD haromszogre felirjuk a

koszinusztételt:

bzz(ij +(ij —Z-E-i-cosgo.
2 2 2 2

Behelyettesitve az értékeket kapjuk:
b*=4,35"+3,1> - 2:4,35:3,1-cos 52° ~ 11,9,
b~3,5.
A paralelogramma a oldalat is hasonldéan szamithatjuk ki az AKB hadromszogbdl.

Az AKB hiromszogben AK = g =435 ¢és KB = % =31.

Az AKB szoget jeloljiik ¢’-vel: ¢’ = 180° — ¢.

Felhasznaljuk, hogy cos (180° — @) = —cos¢@

Alkalmazzuk az AKB haromszogre is a koszinusztételt:
a* =435 +3,17—2:4,35:3,1+(—cos 52°) ~ 45,1 ,
a~6,7.

A paralelogramma oldalai 3,5 cm és 6,7 cm hossztak.

Mintapélda;,
Egy haromszognek ismerjiik két oldalat, melyek 3,2 cm és 7,8 cm hosszuak. A teriilete

11,8 cm®. Milyen hossza a harmadik oldala?
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Megoldas:
Terv:
1. Teriiletképletbdl a haromszdg egyik szogének kiszamitasa
2. A harmadik oldal kiszamitésa koszinusztétellel
Szamitas:
1. A haromszog harmadik oldaldnak kiszamitasahoz sziikségiink van az egyik szdgre.

Tudjuk: a=32cm; b=7,8cmés T=11,8 cm”.

AT-= ab-smy teriiletképletbdl kiszamithatd a két megadott oldal altal kozbezart
szog: 11,8 = 32-78-siny = siny= 2-118 ~(0,9455.
2 3,278

v = T1°; 7= 109°
2. Két megfeleld haromszoget kaptunk. Az egyik hegyesszdgii, a masik tompaszogl.
Mindkét haromszognek meghatarozzuk a harmadik oldalat a koszinusztétel segitsé-
gével.
I. Hegyesszogli eset:
A=a*+ b - 2ab-cosy
?=32"+7,8 -2:32-7,8-cos 71° ~ 54,83
ca~174
II. Tompaszogl eset:
E=a>+ b - 2ab-cosy
¢’ =3.2°+7,8 - 2-3,2-7,8-cos 109° ~ 87,33
c;~93
A hegyesszogli haromszog harmadik oldala 7,4 cm, a tompaszdgili haromszdgnek 9,3 cm

hossz.

Feladatok

Modszertani megjegyzes: A kovetkezd feladatok megolddsdhoz a szakértdi mozaik modszert
javasoljuk. Ajanlés:

,»A” jeliiek feladata: a koszinusztétel kozvetlen alkalmazasat igényld egyszert, a
hétkéznapi €letbdl vett szoveges feladatok (12. feladat)

,,B” jeltiek feladata: Osszetett feladatok haromszogekre (15. feladat)

,,C” jeliiek feladata: Osszetett feladatok sokszogekre (17. feladat)

,,D” jeliiek feladata: Osszetett gyakorlati feladatok (19. feladat)
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,A” jeltiek feladata:

- 12. Az Alf6ldon két gémeskut 700 m tavolsadgra van egymadstol. Egy juhdsz meg szeretné
itatni a birkait. A két gémeskut 60°-os szogben latszik a helyrdl, ahol all. Az egyik
kuatig 600 m-t kell mennie. Vajon kdzelebb van-e a masik?

Megoldas:

A juhész és a masik gémeskut tavolsagat x-szel jeloljiik. Az x oldal egy olyan hdromszog
oldaldnak hossza, melynek két oldala 700 m és 600 m, és a 700 m hosszl oldallal szem-

kozti szog 60°. Koszinusztétellel szamitjuk ki a keresett oldalt:
7007 = x* + 600 — 2-x-600-cos 60°. Atrendezve kapjuk: 0 = x* — 600x — 130000.

A masodfoku egyenlet egyik gyoke kb. 770, masik gyoke negativ, ezért nem megoldas.

A masik kat kb. 770 méterre, azaz tavolabb van.

== 13. Egy kik6tobol egy csonak és egy vitorlas indul ki egyszerre. A vitorlas nyugat felé
15 km/h sebességgel, a csonak délnyugat felé 22 km/h sebességgel halad. Milyen ta-
vol lesznek egymastdl haromnegyed 6ra mualva?
Megoldas:
A vitorlas % 6ra alatt 11,25 km-t tesz meg, a csonak 16,5 km-t. Utvonaluk egymassal 45°-
os szdget zar be. Egy olyan haromszog harmadik oldalanak hosszat keressiik, melynek két

oldala 11,25 km ¢és 16,5 km, és kozbezart szogiik 45°. Koszinusztétellel kiszamithatd a

harmadik oldal:
x*=11,25"+ 16,57~ 2:11,25-16,5-cos 45° Ebbél x ~ 11,67 .
A vitorlas és a csonak haromnegyed 6ra mulva kb. 11,7 km-re lesz egymastol.

Megjegyzés: Kellemesebb a szdmolés, ha a megoldas soran az 1 oOra alatt megtett ttal

szamolunk, és a %-ed orat csak a megoldas végén vessziik figyelembe.

- 14. A jatszOtéren egy oszlophoz két kotelet rogzitettek. Két gyerek jaték kozben két
iranyba huzza a koteleket, az egyik 400 N, a masik 700 N erével. A két irany 150°-
os szoget zar be. Mekkora er6 hat az oszlopra?

Megoldas:

|[F1| = 400 N; |F2] = 700 N. Az Fe ered6 erd nagysagat ki-

szamithatjuk példdul a paralelogrammaszabaly alkalmaza-
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saval. Ekkor az F¢ ered6 er6 az 0sszetevo erdk kozos kezddpontjabdl kiinduld atloé vekto-
ra. Az Fe eredd erd nagysaga egy olyan haromszog oldalhosszisaga, melynek két oldala
400 ¢és 700 egység, kozbezart szogiik 30°. Koszinusztétellel szamitjuk ki a harmadik ol-
dalt:

IFe* = 400% + 700% — 2-400-700-cos 30° = 650000 — 484974 = 165026 = |F¢| ~ 406 .
Az oszlopra kb. 406 N er0 hat.

,B” jeliiek feladata:

= 15, Egy haromszog két oldala 13 cm és 15 cm, kdzbezart szogiik 63°. Milyen hosszu a
15 cm-es oldalhoz tartozé sulyvonal?

Megoldas:
A BC oldal fele: % =7,5 (cm). Alkalmaztuk a koszinusztételt:

s* =752+ 13%-27,5-13-cos 63° ~ 136,72
s~11,7.

A 15 cm-es oldalhoz tartozé sulyvonal 11,7 cm hosszt.

= 16 Egy haromszog két oldala 8,2 dm és 5,6 dm hosszusagu. A harmadik oldalhoz tartozé
sulyvonal 6,7 dm. Mekkora a harmadik oldal hossza?
Megoldas:
Az ABC haromszogben adott az a és a b oldal, valamint az s, silyvo- €

nal. Ha ismernénk a C csticsnal 1évé y szoget, akkor a koszinusztétel

alkalmazéséaval ki tudnank szamitani a c oldalt.
A C csucsot tiikrozve a ¢ oldal felezOpontjara egy olyan paralelog-
rammat kapunk, amelynek egyik atloja 2s.. A paralelogramma A4-nal -
1év6 szoge 180° — y.
A C csucs tiikorképét jeloljik C’-vel.
Terv: .
1. A paralelogramma A cstcsnal 1€v0 szog koszinuszanak meghatarozéasa koszinuszté-
tellel az ACC” haromszogbol.
2. y sz0g kiszamitasa (elég a koszinuszat kiszamolni).

3. A paralelogramma masik atlojanak kiszamitasa koszinusztétellel (keresett oldal).
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Szamitas:
1. A CAC’ haromszogre irjuk fel a koszinusztételt:
(2s0)* = a* + b* — 2ab cos (180° — ) .
Tudjuk, hogy cos (180° — ») =—cos .
2. Az egyenlet felirhato a kovetkezd alakban is:
4sc2 = a* + b* + 2ab cosy.
Ebben az egyenletben csak a yszdg értéke az ismeretlen. Behelyettesitve az adato-

2 2 2
kat, rendezés utan: cosy = 134" ~8,2° ~56 ~ 0,8815.
2-8,2-5,6

3. A ¢ =d”* + b* — 2ab cos yegyenletbdl pedig ¢ = 4,2.
A hdromszdg harmadik oldala 4,2 dm.

,C” jeltiek feladata:

17. Egy paralelogramma oldalai 3 cm és 5 cm, kdzbezart szogiik 52°. Milyen hosszuak az
atloi?
Megoldas:
A rovidebbik atlgjat jeldljiik e-vel.
A paralelogramma oldalai @ =3 cm és b = 5 cm, koz-
bezart szogiik o= 52°.
2

e’ =a*+b*—2ab cos ax 15,53 => e~ 3,94

F=da*+b*—2ab cos f~ 52,47 = f~ 7,24

A paralelogramma atl6i 3,94 cm ¢€s 7,24 cm hosszuak.

= 18 Egy trapéz alapjai 5 és 8 cm hosszuak. Az egyik szara 3,2 cm. Ez a szar a révidebbik
alappal 110°-os szoget zar be. Mekkora a trapéz masik szara és az ismeretlen szoge?
Megoldas:
A D csucson keresztiil parhuzamost hizunk a BC szarral (B’ pont); D Sem _C
DB’ =b.

Terv:

A X 8cmp’ B
1. ADB’ haromszog « szogének és AB’ oldalanak meghatarozasa

2. Koszinusztétellel a B’D oldal kiszamitasa

3. A [sz0g kiszamitasa szinusztétellel; a trapéz negyedik szogének meghatarozasa
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Szamitas:
1.AB’=x=8-5=3;AD=32; a=180° — 110° = 70°.
2.0 =x"+d*—2xd cos a=3*+32%-2332-cos 70°~ 12,7 = b ~ 3,56 .

. §1n P = 32 = f =~57°, amasik megoldas nem lehetséges, mert a haromszog
sin70° 3,56

hegyesszogli. y= 180° — 57° = 123°.

A trapéz masik szara 3,56 cm hosszi, ismeretlen szogei 70°; 57° és 123°-osak.

,D” jeltiek feladata:

= 10, Egy szabalyos négyoldali gula alakt sator magassaga
1,7 m, oldallapjai az alaplappal 60°-0s széget zarnak
be. Rogzitéséhez 3 m hosszu zsindrokat hasznalunk. A
satort az alaplap oldalfelezdi mentén rogzitjiik (az ab-
ran csak az egyik rogzitési pont, P lathatd). Milyen

messze van a sator aljatol a régzitési pont?

Elso megoldas:

A sator oldallapjai egyenldszari haromszogek. Az oldallapok magassagvonala az alaplap-
pal 60°-0s szbget zar be. Egy ilyen magassagvonal talppontjat jeloljiikk M,-val, a gila ma-
gassaganak talppontjat M-mel, csticsat E-vel, a rogzitési pontot P-vel. Keressiik az M,P
tavolsagot.
Terv:

1. Oldallap magassaganak kiszamitasa szinusz szogfliggvénnyel

2. PM,E sz6g meghatarozasa

3. A keresett tavolsag kiszamitasa koszinusztétellel
Szamitas:

1. Az M,ME derékszogli haromszdgben szogfiiggvénnyel kiszamitjuk az EM, = m, ta-

volsagot. sin 60° = L7 = m, =196(m).
m

a

2. A PM,E szbg kiegészitd szoge 60°, ezért a PME szog 120°.
3. A PM,E haromszdgben koszinusztétel alkalmazasaval kapjuk meg a keresett tavol-
sagot.

32=1,96*+ PM,* — 2:1,96-PM,-cos 120°

0=PM,>+1,96:PM,> 52
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PM,~1,5
A rdgzitési pont a sator aljatol kb. 1,5 méterre van.
Masodik megoldas:

Terv:
1. MM,E derékszogli haromszogbdl MM, kiszamitasa tangens szdgfiiggvénnyel

2. MPE derékszdgli haromszdgben MP kiszamitasa Pitagorasz-tétellel
3. M,P hosszanak kiszamitasa
Szamitas:
MP
tg60°

2. MP=VEP*-EM* = MP~247(m).

3.M,P=MP—-MM,= 149 .

1. MM, = = MM, ~0,98 (m)

A rdgzitési pont a sator aljatol kb. 1,5 méterre van.
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I1l. Vegyes feladatok

Modszertani megjegyzés: A kovetkez6 feladatok megoldasahoz az ellendrzés parban mddszert

javasoljuk. Ajanlés: 21 és 22, illetve 24 és 26 feladatok 6rai munkara, a tobbi hazi feladatnak.

Feladatok

20. Egy haromszog keriilete 114 egység. Két szoge 54° és 59°. Milyen hosszuak az olda-

lai?
Megoldas:

Terv:
1. Haromszog harmadik szogének kiszamitasa
2. Szinusztétel alkalmazasa: Két oldal kifejezése a harmadik oldal segitségével
3. Behelyettesités a kertiletképletbe, a kivalasztott oldal kiszamitasa
4. A masik két oldal kiszamitasa

Szamitas:
1. a=54°, f=59° y=180° — 54° — 59° = 67°.

2. A szinusztétel felhasznalasaval kifejeziink 2 oldalt a 3. oldal segitségével:

g:s?na:a:b-'smazo,gmtb’
b sinp sin f#
cosiny Sy o7ap,
b sing sin

3.K=a+b+c = 114=0944b+1,074b+b = b~ 37,8
4.¢=1,07b=40,6; a=K—-(b+c)=35,6
A haromszdg oldalai 37,8 egység, 40,6 egység €s 35,6 egység hosszuak.

21 Egy konkav négyszog belso atloja 20 cm. Az atlo az egyik szdget 13° és 22°-0s ré-
szekre osztja, a 220°-os homoru szoget pedig felezi.
a) Mekkora a négyszog teriilete?
b) Milyen hosszt a masik atlo?

Megoldas:

Ismerjiik az ABCD konkav négyszog AC =e atlojat (20 cm). Az
e atlo az a szoget o = 13° és op =22° részekre osztja, \ D
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a=a,+a,=35°. A C cstcsnal 1év0 szog y= 220°, amit az e atlo felez.
a) Kiszamitando6 a négyszog teriilete: 7= Typc + Tucp.
Terv:
1. ADC sz6g meghatarozasa
2. Az ACD haromszdg AD oldalanak kiszamitasa szinusztétellel
3. ACD haromszog teriiletének kiszamitasa
4. 1.-3. Iépések végrehajtasa az ABC haromszogre
5. A négyszog teriiletének kiszdmitasa
Szamitas:
Az ACD héaromszognek ismerjiik két szogét, igy a harmadikat is, valamint egyik olda-

a-b-siny

lat. AT = terliletképlet alkalmazasahoz sziikségiink van még egy oldalra.

Szinusztétellel kiszamitjuk példaul az AD oldalt.
1. Az e atloval szemben 1év6 szog 6= 180° — 110° — 22° = 48°.
5 sin110° _ AD
sin48° 20
20-25,3-sin22°
2

AD ~ 253

3. T, p = ~ 94,8 (cm?)

4. Az ABC haromszog teriiletének kiszamitdsakor a négyszognek mar harom belsd
szogét ismerjiik. A negyedik, £ sz0g kiszamitasdhoz felhasznaljuk, hogy a négy-
sz0g belsd szdgeinek dsszege 360°: f=360° —220° —48° — 35° = 57°.

Az AB oldalt szintén a szinusztétel alkalmazasaval hatdrozzuk meg.

sinl10° 4B

sin57° 2_0
20-22,4-sin13°

AB =224

~50,4 (cm?)

TABC =

5.7T= TABC + TACD ~ 50,4 + 94,8 ~ 145,2
A négyszog teriilete 145,2 cm®.

b) A DB atlot az ADB haromszogbdl koszinusztétellel hatdrozzuk meg. Az el6z6 feladat-
ban mar kiszdmitottuk az AD és az AB oldalak hosszat, és ismerjiik a két oldal altal
kozbezart szoget.

DB* = AD* + AB® — 2:AD-AB-cosa = 25,3 + 22,4* — 2-25,3-22 4-cos 35° ~ 213,39
DB =14,6
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A masik atl6 hossza 14,6 cm.

22. Egy paralelogramma atléi 6 cm és 8 cm hossztak. Kozbezart szogiik 52°. Milyen
hosszuak a paralelogramma oldalai, és az 4tlok mekkora részekre osztjak a szogeket?
Megoldas:
Felhasznaljuk, hogy a paralelogramma atloi felezik egymast, va-
lamint a cos(180° — @) = — cosg Osszefiiggést.

Terv:

1. Koszinusztétellel kiszamoljuk az a és b oldalakat

2. Koszinusztétellel meghatarozzuk a paralelogramma o szogét

3. Szinusztétellel kiszamitjuk o;-et, majd kivonassal a,-t

4. Kivondassal meghatarozzuk o-t, majd dj-et €és Ot

Szamitas:

l.a° =3 +4>+2-3-4.c0s 52°=39,8 = a~63
b*=3"+4>-23:4-c0s 52°=102 = b=~32

2.6°=6,3"+3,2>~2:6,332.cosa = cosa~ 03455 = a~ 69,8°

. S}““l _3 = sing, ~0,7388 = a, #47,6°; o, = 22,2°
sin52° 3,2

4. 6=180° - a=110,2°
01 =180°—-52°-47,6°~80,4° = & ~110,2°-80,4°~29,8°
A paralelogramma oldalai 6,3 cm és 3,2 cm hossztak.
A 8 cm-es atld az o szoget 47,6°-0s és 22,2°-0s részekre osztja.

A 6 cm-es atlo a 0'szoget 80,4°-0s és 29,8°-0s részekre osztja.

T 23, Egy haromszdg egyik oldala 10 cm, a masik két oldal kiilonbsége 3 cm hossza. A
10 cm-es oldallal szemben 1év6 szog 108°. Milyen hosszuak a haromszog oldalai és
szogei?

Megoldas:

Jeloljiik az oldalakat: @ = 10 cm; b; ¢; = 108° .
Terv:
1. ¢ oldal kifejezése b oldallal
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2. b oldal kiszamitasa koszinusztétellel
3. fkiszamitasa szinusztétellel, majd y meghatarozasa kivonassal
Szamitas:

l.c=b+3

2. Koszinusztétellel kiszamitjuk b-t: a> = b* + (b + 3)* — 2b(b + 3)cos « .
0=2,62b"+785b-91 = bz4b6cm = c~76

3. Csak a hegyesszogli megoldas lehetséges, hiszen a haromszog tompaszogu.
miog T 1p P

A haromszog két oldala 5,2 cm és 8,2 cm hosszu, szogei 26° és 46°.

T 24 Egy haromszog egyik szoge 135°. Az ebbdl a cstucsbdl kiinduld 4 és 6 cm hosszu sza-
kaszok ezt a szoget harom egyenld részre osztjak. A szakaszok a szoggel szemkozti
oldal D illetve E pontjaiban végzddnek. Mekkora a haromszog keriilete?

Megoldas:

Az ADE haromszogben ismerjiik az EAD szdget, ami 45°, tovabba két oldalat.

Terv:
1. Koszinusztétellel kiszdmitjuk a DE oldalt
2. Szinusztétellel kiszamitjuk az ADE szdget
3. DEA szdg meghatarozésa

4. BA meghatarozasa tangens szogfiiggvénnyel a

BEA deré¢kszogli haromszogbdl
5. AC meghatéarozasa tangens szogfiiggvénnyel az ADC derékszogli haromszogbdl
6. BC kiszamitasa az ABC haromszdgbdl koszinusztétellel
7. A haromszog keriiletének kiszamitasa
Szamitas:
1. DE* = 6" + 47 —2-6-4-c0s45° ~ 18 = DE~4,25cm.
2. AED szoget jeldljiik ¢ -vel, az ADE szdget pedig g-nal.

sin¢g 6

sin45° 425
sin £~ 0,9983 = &= 86,63°. A masik érték nem megoldas, mert az £ az ADC de-

rékszogl haromszognek is belsd szoge, vagyis nem lehet nagyobb 90°-nal.

3. ¢~ 180° —86,63° —45° ~ 48,37°
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4 10e=C o 4C~6793
AD

5. tgcp:j—g — AB~6,75

6. BC*=6,75>+ 67,93 — 2:6,75-67,93-cos135° ~ 5308,5 = BC~72,86
7.K=72,86+6,75+67,93 ~ 14,8

A héromszog keriilete 148 cm.

= 25, Egy haromszdgben az egyik oldalhoz tartozo6 sulyvonal 6,8 cm, az oldal 7,2 cm hosz-
szu. A sulyvonal az oldallal 60°-o0s szoget zar be. Mekkorak a haromszog oldalai és
szogei?
Megoldas:
a=17,2cm;s,=6,8 cm, AFC szog 60°.
Terv:
1. Koszinusztétellel kiszamitjuk b és ¢ oldalakat
2. Koszinusztétellel kiszamitjuk a legnagyobb oldallal
szemkozti szoget

3. Szinusztétellel meghatarozzuk £ szoget

4. o sz0Og kiszamitasa

Szamitas:
1.5°=3,6"+6,8"—2:6,83,6:c0860° ~ 34,72 = =~59
?=3,6°+ 6,8 +2:6,83.,6-c0s60° ~ 83,68 = c~9,1

2.9,1°=7,2%+5,9%-2.72-59-cosy = y~874°

‘ ‘SIHIB _39 = f=40,4°, a tompaszdog nem megoldas, mert a haromszog
sin87,4° 9,1
legnagyobb szoge 87,4°.

4. a=180° - 87,4° —40,4° = 52,2°

A haromszog oldalai 5,9 cm és 9,1 cm hosszuak, szogei 87,4°; 40,4° és 52,2°.

26. Egy négyszogben AB = a = 25 egység; AD = d = 32 egység és AC = e = 28 egység.
Két szoge f=100° és = 112°. Milyen hosszuak a négyszog oldalai €s a masik atlo-

ja?
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Megoldas:
Terv:
1. Koszinusztétellel kiszamitjuk a masik atlot
2. Koszinusztétellel kiszamitjuk a BC = b oldalt

3. B sz0g felbontasa két részre (szinusztétel)

4. Koszinusztétellel kiszamitjuk c oldalt
Szamitas:
1.f =25 +32°-2:25-32-cos 112°~ 22484 = [~474
2.28° =25+ "~ 2:25b-cos100° = 0=0"+8,680—159 = b=9,0
3. Az fatlo a [ szoget két részre osztja. Szinusztétellel kiszamitjuk az ABD = f; sz06-

sin f3, 32
et: - = ~38.8% B, ~61,2° .
B Sin1120 474 o P

4.* =474 +9%°-2-947 4-cos 61,2° = c¢~43,8egysée.
A négyszog oldalai 9,0 egység €s 43,8 egység hosszuak, a masik atloja pedig 47,4 egység.

9.2. kartyakeészlet alkalmazasa

Micimacko elhatirozta, hogy meglatogatja bardtait, Tigrist és Malackan. Eloszor
Tigrishez ment, aki 170 mere lakout téle. Utina Malackihoz Egy git kereszimetszete olyan trapéz, amelynek a folyd felé esd része a
megtétele utian éppen féliton jirt, amikor eszébe jutont, hogy Malac ndékit meredekebb, AD =37 m. A git teteje 2 méter széles. A kevésbé meredek oldal
otthon hagyta, igy Gtvonaldrdl 60°-kal eltérve hazarohant érte. BC = 52 m, és a folyd szintjével 35%-0s szdget zar be. Milyen széles a gt
ajandékot, és egyenesen Malackihoz ment. ¥
(sszesen mekkora utat tett meg Micimacko?
M D ¢
M i .
ra =
o S
i 1 8
X
T
Egy faluszéli tanyarol a tulajdonosok falukézpontba mennek a Ggyeiket intézni.
E r kimennek a 800 m hosszi egyenes folditon (A5) a Butra. A Bldat 40°- Egy mobiltelefon-szolgaltato kdzpont harom adétomyot helyezett ¢l egy 8 km,
ret zar be a fittal. On 1,5 km-t mennek egyenesen, ahol egy elagazishoz egy 9km és egy 10 km hatdravolsagit. Az addtornyok nem cgy vonalban
émek (C). In letémek egy masik foitra, amely 80°-0s szoget zir be az elizd helyezkednek el é hatokdreik érimtik egymist. Mekkora az a belso tenilet,
fGanal, ¢s a falukdzpontig az dbrin lithatd divonalon haladnak még 1200 méten amelyet egyik adotorony sem fed le?
(D). Légvonalban milyen tavol van a tanya a falukdzponttol?
A
B I :
' (

Modszertani megjegyzés: A tanulok legfeljebb négy fés csoportokban dolgoznak. A tanar
minden csoportnak odaadja az 9.2. kartyakészletet, melyben 8 kartya talalhato. Négy kartyan
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szoveg, négy kartyan abra szerepel. (28, 29, 30, 32 feladatok) Feladatuk a szovegek ¢s az ab-
rak (a szovegnek megfelel6 matematikai modellek) parositasa. Mindenki kivalaszt magéanak
egy ilyen parost. Akik ugyanazt a feladatot valasztottak, csoportjukbdl kivalva kdzosen 0sz-
szeiilnek, és megoldjak a feladatot. Majd visszamennek eredeti csoportjukhoz, és elmagyaraz-
zak a tobbieknek a megoldast. Végiil a tanar kihiv 4 tanulot a tablahoz, akik felirjadk a megol-
dast.

Ezek utan a hasonloé képességili tanulok parokban gyakorolnak tovabb.

27. Egy bontéasra varé gyarkémény ,,magassagat” szeretnénk

IC

lemérni, de sajnos épitési teriileten van, igy nem fériink a

b

o- .

kozelébe. A gyarkémény 2°-kal megddlt. Két, egymastol
100 méterre 1évO A és B pontbdl végziink méréseket. Jelol-
jik T-vel a kémény aljat jelzd pontot, és P-vel a kémény
tetejét. Az A pontbdl a kémény 14tdszoge (TAP szog) 51°.
Megmérjiik még az 4 pontbol a BT szakasz latoszogét >
(TAB szog) 79°, valamint a B pontbdl az AT szakasz 14to- N\
sz0gét (ABT szog) 41°. Milyen magas a kémény? ” T B
Megoldas:
Terv:

1. Az ATB haromszogben kiszamitjuk a 7" csucsnal lev szoget

2. Szinusztétellel meghatarozzuk az AT oldalt

3. Kiszamoljuk az ATP haromszogben a P csticsnal 1évé szoget

4. Szinusztétellel meghatarozzuk a PT tavolsagot

Szamitas:
l.y=180°—-79°—-41°=60°
g, AT _sindl AT ~ 758
100 sin60°
3. ATP szog 88°. A TPA szog 180° — 88° —51° =41°.
TP sl TP ~89.8
75,8 sin41°

A kémény kb. 90 méter magas.

28. Egy gat keresztmetszete olyan trapéz, amelynek a folyo felé esé része a meredekebb.

AD = 3,7 m. A gat teteje 2 méter széles. A kevésbé meredek oldal BC = 5,2 m, és a
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foly6 szintjével 35°-0s szoget zar be. Milyen széles a gat alapja és mekkora magassa-
ga?
Elso megoldas:
Terv:

1. Parhuzamost htizunk a C csucson keresztiil az AD ol-
dallal. (4’ pont)

2. Az A’BC haromszogben koszinusztétellel kiszamit-
juk az A’B oldalt !

3.AB=CD+A’B L x

4. Az A’BC haromszog magassaganak a kiszamitasa szinusz szégfiiggvénnyel
Szamitas:
2.3,77=x"+52"~ 2:x-52-c08 35° = 0 =x" — 8,52x + 13,35 = x; = 6,4; x,=2,1
3.. AB=2+6,4 = 8,4; II.AB=2+21=4,1
Itt két oldal és a kisebbikkel szemkdzti szog adott, de C-bdl csak egy parhuzamos
htizhaté AD-vel és CA’B hegyesszog kell, hogy legyen. I1. ezért nem jo.
4.m=15,2sin 35°~ 2,98
A magassaga kb. 3 m, alapjanak szélessége kb. 8,4 m.

Masodik megoldas:

Terv:
1. Magassag meghatarozasa szinusz szogfiiggvénnyel
2. Mivel DAB sz6g hegyesszdg és DA || CA’, igy CA’B szdg is hegyesszog, tehat T az

A’B szakaszon van.

3. AT kiszamitasa Pitagorasz-tétellel
4. TB kiszamitasa Pitagorasz-tétellel
5A'B=AT+TB
6.AB=2+A'B

Szamitas:
1.m=15,2-sin35° = 2,98

3. A'T ~+/3,7 —2,98% ~ 2,19
4. TB ~+/5,2% —2,98% ~ 4,26

5.4'B~6,45
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6. 4B = 8,45
A magassaga kb. 3 m, alapjanak szélessége kb. 8,4 m.

29. Egy falusz¢€li tanyardl a tulajdonosok falukdzpontba mennek a tligye-
iket intézni. El6szor kimennek a 800 m hosszi egyenes folduton
(AB) a foutra. A foldat 40°-os szdget zar be a fouttal. Ott 1,5 km-t

mennek egyenesen, ahol egy elagazashoz érnek (C). Itt letérnek egy 4

masik féutra, amely 80°-0s szoget zar be az eldzd fouttal, és a falu-

kozpontig az abran lathaté Gtvonalon haladnak még 1200 métert

(D). Légvonalban milyen tavol van a tanya a falukdzponttol?

Megoldas:

A: tanya; B: foldut és fout taladlkozasa; C-ben eldgazik; D falukdzpont
Terv:

1. Koszinusztétellel AC kiszamitasa az ABC haromszdgbdl

2. Szinusztétellel BCA sz6g kiszamitasa az ABC haromszogbdl

3. DCA sz0g meghatarozasa (¢ + y)

4. Koszinusztétellel 4D kiszamitasa az ACD haromszogbdl
Szamitas:

1. AC* = 800” + 1500” — 2-800-1500-cos 40° = AC=~ 1025

singp 800

) — ~20,0° A masik szog (tompaszdg) nem megoldas, mivel a
sind0° 1025 4 g (tompaszog) s

legnagyobb oldallal szemben van a legnagyobb szog.
3. DCA szdg w=20,0° + (180° — 80°) ~ 120,0°
4. AD?* = 1025% + 1200> — 2-1025-1200-cos 120° = AD~ 1123

A tanya a falukdzponttdl kb. 1120 méterre van.

= 30, Egy mobiltelefon-szolgaltatd kozpont harom adotornyot helyezett el egy 8 km, egy
9 km és egy 10 km hatotavolsagut. Az adotornyok nem egy vonalban helyezkednek
el, és hatokoreik érintik egymast. Mekkora az a belsé teriilet, amelyet egyik adoéto-

rony sem fed le?
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Megoldas:
Az adotornyok helyeit rendre az 4, B és C pontok jelolik.
AB=8+9=17;, BC=9+10=19; CA=10+8=18
Terv:
1. Kiszamitjuk a haromszog szogeit koszinusz- majd

szinusztétellel

2. Kiszamitjuk az egyes korcikkek teriiletét

3. Kiszamitjuk a haromszog teriiletét

4. A haromszog teriiletébdl kivonjuk a korcikkek teriiletosszegét
Szamitas:

1. Koszinusztétellel a legnagyobb szog meghatarozasa:

19° =182+ 17> -2:18-17-cos @ = a=65,68°.

Szinusztétellel egy masik szog meghatarozasa: — P —18 g _ 59 690,
sin 65,68° 19

y=180°—159,69° — 65,68° = 54,63°.
2. A korcikkek tertiletei:

2 o
Az a kozépponti szogli korcikk teriilete: ¢, = % ~ 36,68 (km?).
2 o
Az B kozépponti szogli koreikk teriilete: 7; = % ~ 42,19 (km?).
2 o
Az ykozépponti szOgli koreikk terilete: 7, = % ~ 47,67 (km?).
3. A hiaromszdog teriilete: T = 1817 s;n65,69 ~ 139,43 (km?).

4. A keresett teriilet: 139,43 — (47,67 + 42,19 +36,68) = 12,89 .

Kb. 13 km? nagysagu teriiletet nem fed le egyetlen ad6torony sem.

31. Két ontdzdberendezés egymastol mért tavolsdga 10 m. Hatosugaruk 6 és 5 m. Mekko-
ra annak a teriiletnek a nagysaga, amelyet mindkét berendezés meg tud locsolni?

Megoldas:

K a 6 m sugart kor kézéppontja, K, az 5 m sugara koré.

A két kor kozos pontjai P és Q .
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A mindkét locsolo altal lefedett teriilet a K;PQ és a KoPQ korcikkek teriiletének kozos ré-
sze, ami két korszelet teriiletének az 6sszege.
Terv:
1. Koszinusztétellel kiszamitjuk a K;K,Q és K>K;Q szogeket
2. Kiszamitjuk az PK;Q és PK,Q kozépponti szogeket szinusztétellel
3. Meghatarozzuk a korcikkek teriiletét
4. Meghatéarozzuk K>PQ ¢és a K;PQ haromszogek teriiletét
5. A korszelet teriiletét megkapjuk, ha a korcikk teriiletébdl kivonjuk a hdromszog te-
riiletét
6. Kiszamitjuk a korszeletek teriiletosszegét
Szamitas:
1.6°=5"+10*-2-5-10-cos ¢ = @~27,1°
52=6"+10"-2:6-10-cos ¥ = ~22,3°
2. A PK;Q kozépponti sz0g: 2y ~ 44,6°.
A PK>Q kozépponti szog: 2¢ = 54,2°.
3. A K, PQ korcikk tertilete: % ~14,0 .

2
A K>PQ kércikk teriilete: % ~118 .

2 o o 2 . b o)
4. T(K,POA) ~ % ~12,6; T(K,POA)~ % ~10,1
5. A két korszelet teriilete: ~ 1,4 m* , illetve 1,7m2 .

6. Mindkét berendezés egyidejiileg 3,1 m? teriiletet tud meglocsolni.

T 32. Micimacké elhatarozta, hogy meglatogatja baratait, Tigrist és Malackat. El16szor Tig-
rishez ment, aki 170 m-re lakott téle. Utana Malackahoz indult. 70 m megtétele utan
éppen féluton jart, amikor eszébe jutott, hogy Malacka ajandékat otthon hagyta, igy
utvonalardl 60°-kal eltérve hazarohant érte. Felvette az ajandékot, és egyenesen Ma-
lackahoz ment. Osszesen mekkora utat tett meg Micimacko?

Elso megoldas: M,

Micimacko, Tigris és Malacka lakohelyét jeldljiik rendre M;-
val, T-vel és M,-vel. A letérés pontjat pedig jelezze S.
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Terv:

1. Meghatéarozzuk az 7SM; szoget, majd koszinusztétellel kiszamoljuk az M;TS harom-

szO0g M;S oldalat

2. Uj abb koszinusztétellel kiszamitjuk az SM,M; haromszog M,M; oldalat

3. Osszegezziik a megtett négy utat

Szamitas:

1. TSM; sz6g ¢ =180° — 60° = 120°. M;T=c= 170 m; TS =SM, = a/2 =70

170° = 70° + 5% = 2+5+70-cos 120° = 0=s"+70s — 24000 =
2.b* = 124> +70° — 2-124-70-cos 60° = b~ 108
3.170 m+ 70 m + 124 m + 108 m = 472
Micimacko dsszesen 472 m-t gyalogolt.
Masodik megoldas:
Terv:
1. @ kiszamitasa
2. 0= SM,T szo6g meghatarozasa szinusztétellel
3. e= M;TM, sz6g kiszamitasa
4. s kiszamitasa szinusztétellel
5. b kiszamitasa koszinusztétellel
6. Osszegezziik a megtett négy utat.
Szamitas:
1. p=180°—60° = 120°
2. 0= SM,T sz6g hegyesszog, mert ¢ tompaszog.
siné 70
sin120° 170
3. e=M;TM, sz6g ~ 180° - 20,9° - 120° = &~ 39,1°
s sin39,1°
170  sin120°
5.b° =124+ 70>~ 2.124-70-cos 60° = b~108m

0 =209°

= s~124m

6. Micimacko 0sszesen (170 + 70 + 124 + 108 =) 472 métert gyalogolt.

s~ 124

T 33, Egy mocsaras teriileten két kis sziget egy-egy kiemelt pontja 4 és B talalhato. 4B ta-

volsag kozvetleniil nem mérhetd, viszont tudjuk, hogy a mocsar sz¢élén 1évo 12 méter
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magas CD kilato tetejébdl (D pontbol) a sziget A pontja 22°-0s depresszidszogben
latszik. Tovabba mérhetdk a CAB és a CBA szogek: 34°¢s 43°. Milyen tavol van

egymastol a két sziget kiemelt pontja?

Megoldas:
Terv:
1. Az ACD héaromszogbdl AC meghatarozasa tangens D
szogfliggvénnyel
2. Az ABC haromszog harmadik szogének meghatarozasa _
3. Szinusztétellel az 4B oldal kiszdmitasa ;1
gl

Szamitas:

1. ADC szdg: 90° — 22° = 68°, tg68° = % = AC=29,)7

2. Az ABC haromszog harmadik szoge: y = 180° — 34° — 43° =103°.

; sinl03° _ 4B
" sind3° 297

AB~42.4

A két sziget kiemelt pontja kozotti tavolsag kb. 42 m.

= 34, Egy nyugat fel¢ indulé motorcsonakrol két, egymastol 5 km tavolsagra 1évo viharjel-
z0 ¢északra iranyuld egyenesben latszik. Fél 6ra mulva az egyik északkeleti, a masik
kelet-északkeleti iranyban latszik. Mekkora sebességgel halad a csonak?

Megoldas:

A két vilagité torony helyét az 4 és a B pontok jelolik. A csonak B
az elso pillanatban C, fél 6raval kés6bb a D pontban volt. .
Eszakkeleti irAny = CDB szog = 45°, 75—
Kelet-északkeleti irany = CDA szog = 22,5°. A
Keressiik a DC tavolsagot, és a csonak sebességét. 4532‘ __‘\ -

Terv: b ¢

1. DAB szbg kiszamitasa

2. Az ADB haromszogben szinusztétellel kiszamitjuk a BD oldalt.

3. A CDB egyenl0 szart derékszogii haromszdgben DB ismeretében kiszamitjuk a CD
oldalt.

4. Meghatéarozzuk a csonak sebességét.
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Szamitas:
1. BAD sz6g az ABC haromszog kiils6 szoge. BAD sz6g = 90° +22,5°=112,5°.
5 sinl12,5° DB

. — = = DB ~=12(km)
sin22,5° 5

3.12~CD-+2 = CD=~85 (km)

8,5
V= ~

= 17
0,5

A csonak kb. 17 km/h sebességgel halad.

C
= 35, Egy ferde torony csticsa a torony hajlasdnak irdnyaban az
aljatol 50 méterre 72°-os emelkedési szogben latszik, az il
ellenkez0 iranyba 30 métert haladva pedig 78°-o0s szog- "“ S ﬂ«
A 30mDE 50m B

ben latszik.
a) Milyen magasan volt eredetileg a torony csucsa a f6ldtd1?
b) Milyen magasan van a torony cstcsa a foldtél, miutan az megdolt? Hany fokos a

dolési szoge?

Megoldas:

Az ABC haromszog AB oldala 80 m, a rajta fekvo két szog o= 78° és = 72°.
Az a oldalhoz tartozo magassag talppontja E, a torony talppontja D.
AD =30 m; DB =50 m.
A harmadik sz6g: y= 30°.
a) Terv:
1. Szinusztétellel kiszamoljuk a haromszog AC oldalat

2. Koszinusztétellel meghatarozzuk a DC szakasz hosszat a DAC haromszogbdl

Szamitas:
L AC _sin72 AC ~152,2
80 sin30°

2. DC*=152,22 +30° - 2:152,2:30-cos 78° = DC~ 1489
A torony csucsa kb. 148,9 méterre volt a foldtél, mieldtt az megddlt.
b) Terv:

1. Az ABC haromszdg magassaganak kiszamitasa terliletképletek segitségével. (fligg-

vénytablazat!)
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2. Az EDC derékszogli haromszogbdl DCE szog kiszamitasa koszinuszfliggvénnyel.
Ez a sz6g egyben a keresett d61ésszog is, mivel ez és ¢ valtoszogek.
Szamitas:
1. Magassag kiszamitdsa kétféle teriiletképlet alkalmazasaval (fliggvénytablazat!):

80° -sin72°-sin78° 80-m

- m~148,8
2-sin30° 2
48,8 o
2 cos¢:1489 p=2

A torony csucsa a foldtdl kb. 148,8 méterre van. A torony kb. 2°-kal ddlt meg.

Megjegyzés: Nagyon kozeli értékeknél a kerekités erdsen befolyasolja az eredményt.
Ha DC = 148,883 m ¢és m = 148,844 m értékekkel szamolunk, akkor a torony ddlésszoge
kb. 1,3°.

T 36. Két tereptargy (4 és B) légvonalbeli tavolsagat szeretnénk B
megmérni, de egyiket sem lehet latni a masik helyérdl
nézve. Ezért két olyan helyszint valasztanak (C és D),

amelyek 2,4 km tdvolsdgra vannak egymastol, és mindkét

helyrdl jol latszanak az 4 és B tereptargyak. Az A terep- C 7 A km
targytdl a DC szakasz 32°-o0s szOgben latszik, mig a B tereptargytol 25°-os szogben.
Tovéabba le tudjak mérni a CDB és a DCA szogeket is: CDB szdg 44°; DCA pedig
38°. Mekkora az AB tavolsag?
Megoldas:

Terv:
1. Kiszamitjuk a CDA haromszdg D csucsnal 1év0 szogét
2. Szinusztétellel meghatarozzuk a CA tavolsagot
3. A CDB haromszogben szinusztétellel meghatarozzuk a CB tavolsagot
4. Kiszamitjuk a C csucsnal 1év0 szoget, majd az ACB szoget is meghatarozzuk
5. Koszinusztétellel kiszamitjuk az ABC hadromszdgben a B4 oldalt

Szamitas:
1. CDA szbg: 180° —32° —38°=110°.

, sinll0° _ 4C
" sin32° 2.4

AC=43
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Sinddt _BC . pea3g
sin25° 24

4. DCB sz5g: 180° —44° —25°=111°;  ACB szbg: 111° —38° = 73°.
5.4AB*~43*+3,9*-2.4339-:cos 73°~23,9 = AB=~49
A két tereptargy tavolsaga kb. 4,9 km.

Y4 Egy parkban két pihendhely kozotti tavolsadgot szeretnénk meghatarozni. Amikor a
kozelebbi pihendhely még 120 méterre van, akkor a két helyet 105°-0s szogben lat-
juk. Ha 40 métert haladunk eldre a kozelebbi pihendhely fel¢, akkor a két hely mar
120°-0s szdgben latszik. Milyen tavol van a két pihendhely egymastol?

Megoldas:

Terv:

1. A BAQ haromszogben kiszamitjuk az 4 és a Q
csticsoknal 1évo szogeket

2. Szinusztétellel kiszamitjuk a BQ oldalt

3. A PBQ haromszdgben koszinusztétellel kiszamit-
juk a keresett PQ oldalt
Szamitas:
1. BAQ sz6g: 180° — 120° = 60°.
AQB sz6g: 180° — 60° — 105° = 15°.

AB =40
p, BO _sin60 BO ~1338
40  sinl5°

3. PQ? = 120° + 133,8° — 2-120-133,8-cos 105° = PQ=~201,5
A két pihendbhely tavolsaga kb. 202 m.

38. Egy szabalyos haromszog alapt gula alapéle 6 cm. Oldallapjai egyenldszaru harom-
szogek, melyek az alaplappal 72° -os szdget zarnak be. Milyen hossztiak a gula oldal-
élei?

Megoldas:

Az oldallap és az alaplap altal bezart szog a magassagvonalak hajlasszoge.
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A BM,D szbg 72°. ( Tovabbiakban 5= 72°.) D
Terv:
1. Az alaplap magassaganak kiszamitdsa
2. Pitagorasz-tétellel felirjuk az oldallap szara és magas-
sdga kozotti Osszefiiggést

3. Felirjuk a koszinusztételt a BDM;, haromszogre, és

behelyettesitiink
4. A gula oldalélének kiszamitasa
Szamitas:
1. Az ABC szabalyos haromsz0g magassaga: m, = 343 .
2. Az ACD egyenl8szarii haromszog alapja, az AC = 6 cm.

Magassaga az ADM,, derékszogli haromszogbdl a Pitagorasz-tétellel kiszamithato.
a 2
m§+[EJ =b> = m, =b"-9

3. D merbleges vetiilete az ABC haromszog sulypontja. frjuk fel a BDM, haromszogre

a koszinusztételt, majd helyettesitsiink be!
b =m+m’—=2-m,-m, -cosS =b>—9+27—-2-b*—9-34/3-cos72°

4. Atrendezés és a kijelolt miiveletek elvégzése utan kapjuk:

Nb*-9x~56 = bx64.

A gtla oldalélei kb 6,4 cm hosszuak.

39. Egy haromszog egyik szoge 56,4°. Ennek a szognek a szogfelezéje a szemkdzti oldalt
26 cm-es ¢és 34 cm-es részekre osztja. Mekkora a haromszog kertilete és szogei?
Megoldas:
Terv:
1. a oldal kiszamitéasa
2. b és c kozotti arany figyelembevétele (x-szel kifejezve)
3. x kiszamitasa koszinusztétellel az eredeti haromszogben
4. Oldalak meghatarozasa
5. Haromszog kertiletének kiszamitasa
6. [ sz0g meghatarozasa szinusztétellel

7. yszog kiszdmitasa
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Szamitas:

1. a=34+26 = 60

2. A héromszog szogfelezdje a szemkozti oldalt a mellette 1év6 két oldal aranyaban
metszi.
b=26x; c=34x

3. 607 = (26x)> + (34x)> — 2:26x-34x-c0856,4° = x=42174 = x=x2,054

4.b=~53,4; c=~69,8

5.K~=53,4+69,8+60~183,2

sinf 53,4
" sin56,4° 60

= sinf~=0,7413, [~ 47,8°. A masik megoldas nem lehetsé-

ges, mert nem a b oldal a legnagyobb oldal, igy fnem lehet tompaszog.
7. y=180° —56,4° — 47,8° = 75,8°.
A haromszog keriilete 183,2 cm, szogei 47,8° és 75,8°.

Modszertani megjegyzés Feladatkildés

A tanulok 3-4 fOs csoportokat alkotnak. Vagy minden csoport kitaldl maganak egy nevet,
vagy a tanar sorszamot oszt. A csoportok kitaldlnak egy-egy feladatot, melynek megoldasa
kozben a szinusz- €s a koszinusztételt egyarant hasznalni kell, ezeken kiviil alkalmazhatnak
barmely eddig tanult 6sszefliggést. Hasznalhatjak barmelyik fliggvénytablazatot. Két papiron
dolgoznak, mindkét papirra rairjak a csoportnevet vagy a sorszamukat. Egyik papirra a felada-
tukat irjak fel, masikra a feladat szovegén kiviil annak megoldasat is. Ha készen vannak, a
feladatot tartalmazo papirt 6sszehajtva beteszik egy kalapba, a megoldast maguknal hagyjak.
A tanar Osszekeveri a kalap tartalmat. Ezek utdn minden csoportbol kimegy egy képviseld, aki
kihuz a kalapbol egy feladatot, amit a csoportjaval megold. Ha valamelyik csoport a sajat fel-
adatat huzza, akkor kicseréli mésikra. Ha mindenki elkésziilt, visszakiildi a megoldast a fel-
adatot kitalal6 csoporthoz, amelyik kijavitja azt. Végiil kozosen megbeszélik a megoldéasokat.
Megjegyzés: Feladatkiildés helyett a tandr az 0sszes eddigi, nem megoldott feladatok koziil is
kijelolhet annyit, ahany csoport van. Kis kartydkra nyomtatja, és szoveggel lefelé¢ forditva
kiteszi az asztalra. A csoportokat képviseld tanulok ezek koziil huznak egyet-egyet, amit ko-
z0sen megoldanak. Végiil minden csoport egy képviseldje bemutatja a feladatot €s a megol-

dast a tablanal.
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Kislexikon

Szinusztétel: Barmely haromszogben az oldalak aranya megegyezik a velikk szemkozti szo-
gek szinuszanak aranyaval:

a:b:c=sina:sinf:siny

Koszinusztétel: Barmely haromszogben az egyik oldal négyzetét megkapjuk, ha a masik két
oldaldnak négyzetdsszegébdl kivonjuk a kdzbezart sz6g koszinuszanak és ezen oldalaknak a

kétszeres szorzatat:
c? = a’ + b? - 2ab-cos
a’=b’ + ¢® - 2bc-cos a

b%=c? + a? - 2ca-cos 8



