0892. MODUL

VALOSZINUSEG, STATISZTIKA

Val6szinlség

Készitette: Pintér Klara




0892. Val6szin(ség, statisztika — Val6szin(ség Tanéri Gtmutaté 2

A modul célja Kombinatorika: 0sszeadasi szabaly, vegyes 0sszeszamlalasi feladatok, kiilonbozé modellek esetén
Osszes eset rendszeres felsorolasa. Események, biztos, lehetetlen esemény fogalmanak ismétlése,
amihez kapcsolddik a skatulya elv gyakorlasa. Gyakorisag, relativ gyakorisag alapjan a valdszintliség
eldzetes becslése, szemléletes fogalmanak bevezetése.

Idokeret 5 ora

Ajanlott korosztaly 8. osztaly

Modulkapcsolddasi pontok Aranyossag. Statisztika.

A képességfejlesztés fokuszai Becslés, mérés, rendszerezés, kombinativitds, mennyiségi kovetkeztetések.

Problémaérzékenység, kritikai gondolkodas. Valdsziniiségi gondolkodas.

AJANLAS

A 6. osztalyos kombinatorikat folytatjuk, ott a szorzasi szabaly alapjan oldottunk meg feladatokat, most az 6sszeadasi szabaly van soron. Ezutan
fontos, hogy a gyerekek vegyesen taladlkozzanak a kombinatorika feladatokkal, hogy ne akarjanak egyfajta modszert alkalmazni. Mindig az
Osszes eset rendszeres felsorolasabodl induljanak ki a feladatok megoldasanal. A gyakorisagok elemzése utdn kombinatorikus iton meghatarozzuk
a megfeleld esetszdmokat, ezzel tamasztjuk ald a valdszintiségi becsléseket. Ezzel tulajdonképpen a klasszikus valoszinliségi mezében szamolunk
valdszintiséget kedvezd esetek szama és az Gsszes eset szama hadnyadosaként. Figyeljlink azonban azokra a kisérletekre, amikor a klasszikus
valoszinliségi modell nem alkalmazhato!

TAMOGATO RENDSZER:
Egyszerl jatékok: dobokockak, korongok, szdmkartyak, feladatlapok.
ERTEKELES:

A gyerekek folyamatos munkajat és végiil a dolgozatot értékeljiik.

Matematika ,A” 8. évfolyam
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MODULVAZLAT

Lépések,

tevékenységek

I. Kombinatorika — 6sszeadasi szabaly

Kiemelt készségek,
képességek

Eszkozok,
Feladatok

1. | Uthaldzaton kiilonboz6 tvonalak szama — dsszeadasi szabaly Analizis, szintézis. 1. feladatlap.
2. | Gyakorlés — betiitdblak Analizis, szintézis. 2. feladatlap.
3. | Bonyolultabb uthalozatok Rendszerezés. 3. feladatlap.

I1. Vegyes dsszeszamlalasi feladatok

1. | Kerek asztal, ismétlédés sorba rendezésekben, kivalasztasi Kombinativ képesség, rendszerezés. Gyongykészlet, fogvajo, drot
feladatok 4. feladatlap.
2. | Vegyes feladatok Kombinativ képesség, rendszerezés. 5. feladatlap.

II1. Lehetséges, biztos, lehetetlen események — skatulya elv

1. | Kisérletek a lehetséges, biztos, lehetetlen meghatarozasara Valoszintiségi gondolkodas. 6. feladatlap, gyongyok
(golyok), szamkartyak.
2. | Gyakorlas Altalanositas. Logikai képességek 6. feladatlap, négyszogek.

Matematika ,A” 8. évfolyam
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IV. Gyakorisag, relativ gyakorisag — valdsziniliség becslése

1. | Gyakorisagok elézetes becslése — relativ gyakorisag — valdsziniiség | Valdsziniiségi gondolkodas, 7. feladatlap.
modellalkotas. Szamkartyak, dobdkockak,
korongok, érmék.

V. Gyakorlas

1. | Vegyes feladatok 8. feladatlap.

Matematika ,A” 8. évfolyam
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A FELDOLGOZAS MENETE

I. Kombinatorika — 0sszeadasi szabaly

1. Uthaldzaton kiilonboz0 utvonalak szama — 0sszeadasi szabaly

Az uthaldzatokon a kiilonb6z6 utvonalak szamat mar koran elkezdik 6sszeszamolni, de csak
nagyon kis halozatok esetén lehet ezt az Osszes eset felsorolasaval megtenni, hiszen nehéz
latni, hogy mely esetek a kiilonb6zok, kitalalni, hogyan jegyezziik fel az eseteket, és a
rendszert, ami alapjan biztosak lehetiink abban, hogy minden esetet felsoroltunk. Kézenfekvo
megtanitani az 6sszeadasi szabalyt, am tapasztalatom szerint ez bizonyos életkor/szint alatt
nem olyan egyszert, ezért itt kis 1épésekkel haladunk. Az egyszerii halozatokon végigjarjuk
az Osszes kiilonbozo utvonalat, utana keresiink szabalyossagot! Ez azért is fontos, mert zavart
szokott okozni, hogy mikor van sz6 két pont kozti 6sszes lehetséges utvonalrdl és mikor az
utvonalak egyes szakaszairol. Azoknak a gyerekeknek, akiknek ez gyorsan, egyszeriien megy,
biztositjuk a kovetkezd pontban a tovabblépést a Pascal haromszog és tulajdonsagai felé.
Erdemes végighaladni a trivialisnak tiind feladatokon is, mert ezekbél lehet majd osszerakni
az altalanos megoldéasi modszert.

Az itt kovetkez6 feladatokat fel lehet dolgozni csoportokban jatékként ugy, hogy korbe
haladnak, és +1 pontot kap, aki tud 0j esetet rakni, O pontot, aki nem és —1 pontot, aki olyan
esetet rak, ami mar volt (6. osztalyban szerepeltek ilyen jatékok). Kicsit nehézkes korben tilve
jol latni a masik altal rajzolt Gitvonalakat. A tanul6i munkafiizet feladatai megoldhatok egyéni
vagy csoportmunkéban is.

Ha a gyerekek igénylik, fel lehet rajzolni fagraffal az 6sszes esetet, de féld, hogy a kétféle
,hyildiagram”, az utak ¢s a grafos abrazolads megkavarja a gyerekeket, viszont lehetnek
olyanok, akiknél pont ezzel tisztdzzuk a problémat.

1. FELADATLAP

Hényféleképpen juthat el Andras Bencéhez az aldbbi uthal6zatokon, ha mindig a nyilak
mentén halad a nyilnak megfelel6 irdnyba (két titvonal kiilonb6z6, ha van olyan utszakasz,
amelyikben eltérnek)?

a) A P

R B
A P vagy az R pontokon keresztiil haladhat, ez 1+1=2 lehetdség.

b) A P

Matematika ,A” 8. évfolyam
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Most P-be 2-féleképpen juthat A-bol, igy P-n keresztiil 2-féleképpen juthat A-bol B-be. R-en

keresztiil most is egyféleképpen juthat A-bol B-be, igy 6sszesen 2+1=3 kiilonbdz6 utvonalon
lehet A-bol B-be jutni.

©) A P

»
o

R B

Most P-be kétféleképpen, R-be haromféleképpen juthatunk, igy A-bol P-n keresztiil 2 Gitvonal
vezet B-be, R-en keresztiil 3 utvonal, mivel A-bol B-be mehetiink vagy P-n vagy R-en
keresztiil, igy 0sszesen 2 + 3 = 5-féle utvonal vezet.

d)

A-bol B-be vagy S-en vagy P-n vagy R-en keresztiil mehetiink. S-en keresztiil 1-féleképpen,
P-n keresztiil 2-féleképpen, R-en keresztiil 3-féleképpen juthatunk A-bol B-be, igy 6sszesen
1+2+3=6-féle kiilonb6z6 ttvonal van.
Tapasztalatok Osszefoglalasa: A kozos esetet nem tartalmazoé részek elemszéamai
Osszeadodnak.
Hasonl6 uthal6zatokon az 6sszeadasi szabaly alapjan lehet az utvonalak szamat megadni:
- mindegyik pont mellé az a szam keriil, ahanyféleképpen a kezdépontbol oda lehet jutni.
- egy pontba annyiféleképpen lehet jutni, amennyi azon pontok mell¢ irt szdmok Osszege,
ahonnan ebbe a pontba kozvetleniil (egy nyilon) eljuthatunk.

2. Gyakorlas — betiitablak

Bar az 6sszeadasi szabaly kényelmes, formalis megtanulasa hiba lenne, tudni kell
feladatokban megfelelden alkalmazni. Kdzben mindig figyeljiink arra, hogy hogyan lehetne
az Osszes utvonalat rendszeres felsorolassal 6sszeszamolni. Ezt a célt szolgéljak a kovetkezd
feladatok.

2. FELADATLAP

1. Hanyféleképpen lehet eljutni az alabbi Githal6zatokon a bal felsé sarokbol a jobb also
sarokba, ha csak a nyilak mentén haladhatunk? Soroljuk fel az 6sszes Gitvonalat!

Matematika ,A” 8. évfolyam
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a)

H
-

Az 0sszes utvonalat felsorolhatjuk rajzzal, vagy a J, L betlikkel (a b)-nél lehet F a ferde), ahol
a J jelenti a jobbra haladast, az L a lefele haladast. Ez a fajta felsorolas a késobbiekben (11.
osztalyban) a binomialis egyiitthatdkkal valé kapcsolathoz hasznos lesz.

o O O o O
o O O o O
JJJLL JJLL
O O
o O o O
o O O o O
JJLJL JFL
O O
o O O O
o O o O
JJLLJ JLIL
o O O
O O O
o O O O
JLJJL JLLJ
o O o O
O O
o O o O
JLJLJ LJJL
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2. Hanyf¢leképpen lehet kiolvasni az alabbi betiitablakbol a megfeleld szavakat?

a) b)

AND BENCE
NDR ENCE
DRA NCE
RAS CE

E
AND BENCE
111 11111

DR ENCE

123 1234
DRA NCE
136 136
RAS CE
1410 14

E

1

ANDRAS nevét 10-féleképpen, BENCE-t 1 +4 + 6 + 4 + 1 = 16-féleképpen lehet kiolvasni.
BENCE kiolvasasakor mindegyik betiinél (az utolso kivételével) valaszthatunk, hogy lefele
vagy jobbra megyiink. gy 4 alkalommal valasztunk 2 lehetéség koziil, ezért a lehetéségek
szama 2 -2 -2 -2 =2%=16. A BENCE név esetén a betiik mellé irt szamok a Pascal
haromszoget adjak. Meg lehet figyelni a Pascal haromszog szimmetridjat.

3. Bonyolultabb uthaldzatok

A kovetkezo feladatokra akkor keriil sor, ha marad id6 az el6z6ek utan, vagy gyorsabban
halad6 gyerekeknek kiilon adhatok. A feladatok az el6z6 szabaly alapjan megoldhatok, csak
nem automatikusan.

3. FELADATLAP

1. Hanyféleképpen juthatsz a nyilak mentén A-bol B-be? Ezek koziil hany ut megy at C-n?

Matematika ,A” 8. évfolyam
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.l&
Lol ol

B-be 35, C-natl5

11

B-be 11,C-nat9

A
1
C
13
B-be 64, C-n 4t 30. B
C:4 4 4 4
4 8 12 16 ,
4 12 24 30 B-be 13, C-n at 6.

2. Hanyféleképpen lehet kiolvasni a varosneveket az aldbbi tdblazatokbdl, ha mindegyik
betlibdl csak lefele, eggyel balra lefele vagy eggyel jobbra lefele lehet menni?

K SSSSS
E E E YAVAY/
ccccc 0
SS SSSSS M M M
K K K K K KKK K BB B BB
E EE EEEE AAAA AAA
MM MMM TTTTTTTTT
E E E HHHHH HH
T E EE E E
LLL
Y
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1 1 1 1 1 1
I 1 1 3
1 2 3 21 9
1 36 7 6 3 1 9 9 9
1 4 1016 19 16 10 4 1 9 18 27 18 9
15 30 45 51 45 30 15 92754 63 54 27 9
90126 141 126 90 9 36 90144 171 144 90 36 9
357393 357 135270405 459 405 270135
1107 810 1134 1269 1134 810
3213 35373213
9963

3. Rajzoljatok egymasnak nyilakbol halozatokat, valasszatok ki két pontot és szamoljatok
Ossze, hanyféleképpen lehet egyikbdl a masikba jutni.

- Van-e olyan pont, amelybe nem lehet eljutni?

- Figyeljétek meg, hogy melyik pontbol hany nyil indul, és hany érkezik!

- Rogzitsétek elére, hogy pontonként hany nyil induljon, és hany érkezzen! Mikor lehet
megfeleld uthaloézatot rajzolni €s mikor nem?

II. Vegyes osszeszamlalasi feladatok

1. Kerek asztal, ismétlodés sorba rendezésekben, kivalasztasi
feladatok

A kovetkezo feladatokhoz négyféle szinli gyongyre van sziikség, mindegyik szinbdl 25 db,
ennyi fogpiszkalo (a gyongyoket fel lehessen huzni a fogpiszkalora), 7 révid drét, ezekre
szintén fel lehet flizni a gyongyoket. Kétféle szinli gyurma is sziikséges, ezekkel jelezziik a
sorok elejét és a végét. A tanuldk csoportokban jatszanak a szokdsos mdédon: mindenki kirak
egy Ujabb esetet, ez 1 pontot ér, ha nem tud rakni, 0 pont, ha olyat rak, ami mar volt, az —1
pont. A feladatok a sorbarendezést (1. feladat — ismétlés, 2. feladat - modositott), a kdrben
sorbarendezést (3. feladat), az ismétléssel sorbarendezést (4. feladat) és a kivalasztasi
problémat gyakoroltatjak(4/c). A 3. feladatnal az 6sszes lehetdséget rajzoljak le a fiizetbe
lehetdleg rendszerben. A 4. feladatnal a két szinbdl a lehetdségek szamat és a két
szinkivalasztasat kiilon rajzoljuk le, a grafos dbrazolasbol kovetkezik a szorzés. Mivel
Osszesen 96 lehetdség van, nem is lehet jatszani (nincs elég gyongy).

4. FELADATLAP

1. A fogpiszkaldkra rakjunk ki négy kiilonbozd szint, a fogpiszkald elejét az egyik szint, a
végét a masik szinli gyurma jelzi. Két eset akkor kiilonb6zo, ha valamelyik helyen eltéro
szinli gyongy van.

4-3-2-1=24

2. Hogyan valtozik az esetek szama, ha a fogpiszkalok elejét és végét nem kiilonbdztetjiik
meg (ugyanolyan szinii gyurma van rajta)?
Megforditva mindegyiknek van parja, igy az el6z6 lehetdségek fele: 4-3-2-1/2=12

Matematika ,A” 8. évfolyam
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3. Hazzunk négy kiilonb6zo szinli gyongydt egy drotra! A drot két végének Osszetekerésének
helyét ne vegyiik figyelembe.

a) A feladatot oldjuk meg gy, hogy a gyongysor megfordithat6. Ekkor két gyongysor
kiilonboz6, ha van olyan gyongy a megforditott gyongysoron, amelyiknek legalabb az egyik
szomszédja eltér az eredetitdl. Nem szamit, hogy bal- vagy jobbszomszéd.

b) A feladatot oldjuk meg gy is, hogy a gyongysor nem megfordithatd. Ekkor két
gyongysor akkor kiilonb6zd, ha van olyan gyongy, amelyiknek a bal- vagy a jobbszomszédja
eltér az eredetitdl.

Els6 esetben 3, a masodikban 6 lehetéség van. Erdemes megfigyelni, melyek azok a
kiilonboz6 fogpiszkalok, amelyeken levd gyongyoket drotra flizve ugyanazt a kort adjak.

4. a) Két darab kék és két darab piros gyongydt hanyféleképpen rakhatunk sorba? 6
b) 1) Piros és kék gyongyokbdl hany kiillonb6z6 4-elemi sor rakhato ki, ha két sor akkor
kiilonb6z06, ha valamelyik helyen eltérd szinli gyongy van, és megengedjiik, hogy egy sorban
csak egyféle szin legyen? 2-2-2-2=16
IT) Piros ¢és kék gyongyokbdl hany kiilonb6z6 4-elemii sor rakhato ki, ha két sor akkor
kiilonb6z06, ha valamelyik helyen eltérd szinti gyongy van, és megkivanjuk, hogy egy sorban
mindkét szinbdl legyen legaldbb egy? 16-2=14
¢) Piros és kék gyongyokbdl hany kiilonbozo 4-elemt sor rakhato ki, ha barmelyik két
szint valaszthatjuk a négy koziil a négy gydongybdl allo sor kirakasahoz és megenged;jiik, hogy
egy sorban csak egyféle szin legyen?
Rogzitett két szinnél 16 lehetdség van, a két szint 6-fé¢leképpen valaszthatjuk ki, igy 16-:6=96
lehetdség van.

2. Vegyes feladatok

A gyerekek egyéni munkéaban oldjdk meg sajat tempojukban a feladatokat az el6z6 jatékok
mintajara.

5. FELADATLAP

1. Négy lany kor alaku asztal koriil iil. Tavol levé baratndjiiknek Bori igy szamol be az
ilésrendrdl: Anna egyik szomszédja Csilla, akinek baljan Enikd iil. Az asztal koril ilés
sorrendjében, az 6ramutato jarasaval egy iranyban egymas utan felsorolva a lanyokat, az
alabbiak koziil melyik sorrend a helyes (a lanyok nevét kezdoébetiijiikkel jeloljiik)?
Rajzoljatok le az tilésrendet! Keressétek meg az dsszes kiilonbozo iilésrendet (két tilésrend
kiilonb6z06, ha valakinek mas a bal- vagy jobbszomszédja)!

(A)BACE (B)AECB (C)EBAC (D)CEBA (E)ABEC (F) ACEB

Az iilésrendek lerajzolasa mellett érdekes, hogy 4-féleképpen lehet helyesen egymas utan
felsorolni a neveket, hiszen 4 helyen kezdhetem a felsorolast. Ez jol mutatja, hogy az egyenes
asztalnal levd sorrendek negyedrésze lesz a kerek asztalnal levd sorrendek szama, de ezt most
még nem kell tudni a gyerekeknek.

2. Kati egy deltoidon kiilonboz6 transzformaciokat hajtott végre. Az ABCD deltoid megfeleld
csucsait tovabbra is ugyanezekkel a betlikkel jeldlte (A képe az A). Ezutan felsorolta a kapott
alakzatok csucsait ugyanazzal a koriiljarasi irannyal, mint eldszor. A kovetkezOket kapta:
(A)BCDA (B)DCBA (C)CDAB (D)BCDA (E)DABC (F) ADCB

Melyik lehetett tengelyes tiikrozés és melyik kdzéppontos tiikkrozés?

Tengelyes tiikrozésnél megfordul a koriiljarasi irany: (B), (E), (F)

Ko6zéppontos tiikrozésnél nem fordul meg a koriiljarasi irany: (A), (C), (D).

Matematika ,A” 8. évfolyam
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3. A pénztarcankban 10, 20 és 50 forintos pénzérmék mindegyikébdl legaldbb harom van. Ha
3 érmét kivesziink, hanyféle lehet az 6sszeg? Melyik kerek tizes 0sszeget nem lehet kifizetni
30 és 150 Ft kozott 3 érmével?

10-féle 0sszeg: 30; 40; 50; 60; 70; 80; 90; 110; 120; 150. Nem fizethet6 ki a 100; 130 ¢és

140 Ft.

4. A 0; 1; 2; 3 szamkartyakbol négyjegyti szamokat rakunk ki (mindegyik kartyabol 1 db
van). Hany olyan szdm van, amely
a) 4-gyel oszthato; 20; 12; 32 lehet a végzddés, igy 4 szam lehet.
b) 3-mal oszthatd; Szamjegyek Osszege 6, igy mind ilyen: 3-3-2-1=18 db.
¢) 6-tal oszthat6?  Nem jok, amik 1-re végzddnek, ilyen 4 db van, marad 14 szam.
Hogyan valtozik a lehetdségek szdma, ha a kartyak:
I)0;2;2;2. 4-gyel oszthato 1 van, 3-mal oszthato 3 van, ezek 6-tal is oszthatok.
II) 0; 2; 2; 4. 4-gyel oszthato végzddése: 20 (2 db); 40; 04; 24, ez 5 lehetdség; 3-mal
¢s igy 6-tal oszthatd nem lehet.

5. A 4 f6s csoportbol hanyféleképpen valaszthattok ki 2 gyereket, aki megtartja az eldadast?
Hogyan valtozik ez a szdm 5 fos csoport esetén?
Graffal, felsorolassal 4 fobdl kettdt 6-feleképen, 5-bdl pedig 10-féleképpen valaszthatunk ki.

6. Feri 4 jatékot jatszik egymas utan. 256 Ft-tal kezd, és ha nyer, a pénze a felével nd, ha
veszit, akkor a felére csokken. Mennyi pénze lehet a végére?

4
4 vereség: 256-(%) =16

3
1 gybzelem, 3 vereség: 256%-(%} =48

2 2
2 gy6zelem, 2 vereség: 256-(%) (%) =144

3
3 gybzelem, 1 vereség: 256-(%) % =432

4
4 gydzelem: 256-(%) =1296

Lényeges, hogy a végosszeg szempontjabol nem fontos, hogy milyen sorrendben jottek a
vereségek és a gydzelmek!

II1. Lehetséges, biztos, lehetetlen események — skatulya elv

A kovetkezo feladatok mindegyikét lehet jatszani, az elsé kettét mindenképpen érdemes. A
feladatok sorrendje a gyerekeknek megfelelden valtoztathato. A lehetséges, lehetetlen, biztos
gyakorlasa mellett fontos a skatulya elv gondolatdnak megismerése, a megoldasok
indoklasanak mddja — nem szerencsés a legrosszabb eset elnevezés, mert sokszor nem lehet
tudni, mi a legrosszabb. A skatulya elv formalis megfogalmazasat nem tartom sziikségesnek.
Az anyagrész jo lehetdséget kinal a matematika mas részeinek gyakorldsara: logika,
oszthatdsag, négyszogek csoportositasa, halmazok. Koveteljiikk meg, hogy a ,,lehetséges”
indoklasakor mutassanak példat olyan esetre is, amikor bekdvetkezett, és olyanra is, amikor
nem kdvetkezett be az esemény. Célszerli ezeket szoveggel leiratni a fiizetbe. Ezzel a
tagadasokat is jol tudjak gyakorolni a gyerekek.
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1. Kisérletek a lehetséges, biztos, lehetetlen meghatarozasara

A gyerekek csoportban dolgoznak, a kisérletek elvégzése segit a feladatok kérdéseinek
megvalaszolasdban. A lehetséges, lehetetlen, biztos meghatarozasa utan érdekesek azok a
kérdések, hogy legkevesebb mennyit vegylink ki, hogy biztosan bekdvetkezzen valami, ez a
kapcsolat igy nem egyszerii a gyerekeknek, hajlamosak a lehetségessel keverni. A 4. feladat
négyszogeit konkrétan készitsiik el(csoportonként egy kupac), az alapjan dolgozzanak a
gyerekek.

6. FELADATLAP

1. Egy zacskoban 2 sarga, 1 kék és 5 zold goly6 van. Becsukott szemmel kivesziink 4 golyot
(visszatevés nélkiil). Mit mondhatunk a kdvetkezd eseményekrol: lehetséges, lehetetlen vagy
biztos? Végezziik el a kisérletet 10-szer, jegyezziik fel, melyik hanyszor fordult eld, utdna
valaszoljunk!

(A) Mind egyszinii. Lehet mind zold.

(B) Van két egyszinti. Biztos, mert csak 3-féle szin van ¢€s 4-et htizunk.
(C) Nincs kozte zold. Lehetetlen, mert nem zdld csak 3 goly6 van.

(D) Mind sarga vagy kék. Sarga vagy kék csak 3 van, ezért lehetetlen.

(E) Mind kiilonb6z6 szind. Lehetetlen, mert csak 3 szin van és 4 golyo.

(F) Mindegyik szinbdl huztunk. Lehetséges.

(G) Ha az els6 3 kihuzott golyd kozott nincs zdld, akkor a 4. goly6 zold.
Biztos, mert mar csak zold maradt.
Vilaszoljunk a kovetkezd kérdésekre:
Legkevesebb hany golyot kell kivenni, hogy a kihuzottak k6zott biztosan legyen
a) két egyszinii golyo?
Ha mindharom szinbdl huztunk, a 4. mar biztosan egyezik valamelyik korabban htzott
szinnel, igy 4-et.
b) sarga goly6?
7-t: 6 golyot még huzhatunk gy, hogy 1 kék és 5 z6ld, a 7. mar biztosan sarga lesz.
¢) legalabb 3 zo6ld goly6?
6-ot: 5 goly6t még huzhatunk ugy, hogy 2 séarga, 1 kék és 2 z6ld, de mar csak z6ld golyo
marad, igy a 6. goly6 biztosan zold.

2. Van 9 darab szamkartyank: 0, 1, 2,...9. Kihuzunk koéziiliik 4 kartyat. Mit mondhatunk a
kovetkezd eseményekrol: lehetséges, lehetetlen vagy biztos? Végezziik el a kisérletet 10-szer,
jegyezziik fel, melyik hanyszor fordult eld, utana valaszoljunk!

(A) A kihuzott szamok 6sszege oszthatd 3-mal.
Lehetséges: 1+2+3+6 oszthatd, de 1+2+3+4 nem oszthato.

(B) A kihuzottak kozt nincs 3-mal oszthaté szam.
Lehetséges: nincs 3-mal oszthatd: 1; 2; 4; 5, van 3-mal oszthat6: 1; 2; 3; 4)

(C) Mindegyik kihuzott szam oszthat6 3-mal.
Lehetséges, mert csak 4 db 3-mal oszthaté szamjegy van, a 0; 3; 6; 9, de a 0; 3; 6; 7-re nem
igaz, hogy mindegyik oszthaté 3-mal. Hangsulyozzuk, hogy a 0 oszthat6 3-mal!

(D) A kihtzottak kozt van két szam, melyek kiilonbsége oszthatd 3-mal.
Biztos, mert 3-mal osztva 3-féle maradék van: 0, 1, 2, igy a 4 szdm kozt kell legyen két
azonos maradéku, melyek kiilonbsége oszthatd 3-mal. Hagyjuk a gyerekeket megtapasztalni
ezt a tényt, sok esetbdl probalgatassal felfedezni, ugyanis elég nehéz!
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(E) A kihuzottak kézt van két szam, melyek 6sszege oszthatd 3-mal.
Lehetséges, példaul 1; 2; 3; 4 szdmokra igaz, 1+2=3, de a 2; 3; 5; 8; szdmokra nem igaz.
Erdemes megint a maradékok alapjan példakat keresni az alapjan, hogy 1-es és 2-es maradék
szamok Gsszege oszthatd 3-mal.
Vélaszoljunk a kovetkez6 kérdésekre:
Legkevesebb hany szamkartyat kell kivenni, hogy a kihtizottak kozott biztosan legyen

a) 3-mal oszthat6 szam,;
4 szam oszthat6 3-mal, 6 nem oszthato, igy legkevesebb 7-et kell kivenni, hogy biztosan
legyen olyan, amelyik oszthatd 3-mal, ugyanis ha csak 6-ot vesziink ki, még mindig lehet,
hogy a 6 nem oszthatot vettiik ki.

b) 3-mal nem oszthatd szam,;
Az elébbiek alapjan legkevesebb 5 szamot kell kivenni)

¢) két szam, amelyek dsszege oszthatd 3-mal?
Két szam 0sszege akkor oszthatd 3-mal, ha vagy mindketto oszthatd 3-mal, vagy az egyik 1, a
masik 2 maradékot ad 3-mal osztva. Igy ahhoz, hogy négy szam kozt ne legyen ketté, melyek
Osszege oszthato 3-mal, legfeljebb egy 3-mal oszthato lehet, és mellette vagy az dsszes 1
maradékot add, vagy az 6sszes 2 maradékot ado. Ezekbdl 3-3 van, igy 4 szamot még
kihtuzhatunk, hogy ne legyen koztiik kettd, melyek 0sszege oszthatd 3-mal, de 5-nél mar
biztosan van két ilyen szam.

3. Lottéozzunk! A mi lottonknal 6 szdmbol 4-et huznak ki. Jatsszunk, és figyeljiik, hanyszor
lesz 0; 1; 2; 3; 4 taldlatunk! Mit mondhatunk a kdvetkezd eseményekrdl: lehetséges, lehetetlen
vagy biztos?

(A) 4 talalatunk van. Lehetséges.

(B) pontosan 3 talalatunk van.  Lehetséges.

(C) pontosan 2 taldlatunk van.
Biztos, ez elég meglepd, ne is aruljuk el a gyerekeknek, hagyjuk, hogy 6k dobbenjenek ra,
ugyanis a 6 szam koziil csak 2 rossz, vagyis amit nem huztak ki, igy a 4 tippiink koziil
legfeljebb 2 lehet rossz, a masik 2 biztosan jo.

(D) pontosan 1 taldlatunk van.  Lehetetlen az eldbbi miatt.

(E) nincs taldlatunk Lehetetlen az el6bbi miatt.
Legkevesebb hany szelvényt kell kitdlteni, hogy biztosan legyen legaldbb

a) 2 talalatunk? 1

b) 3 talalatunk?
Amelyik szelvény nem legalabb 3 taldlatos, az pont 2 taldlatos. 2 taldlatnal 2 rossz szdm koziil
2-t 1-féleképpen, 4 jo szam koziil 2-t 6-féleképpen lehet kivalasztani, igy 1 - 6 = 6-féle pont 2
talalatos szelvény van. Ha 6+1=7 szelvényt toltiink ki, akkor biztosan van kozte legalabb egy
legalabb 3 talalatos szelvény.

¢) 4 talalatunk?
Osszesen a 6 szam koziil 4-et annyiféleképpen valaszthatunk, mint a 2 kimaradot, azaz
6-5/2=15-féleképpen. Ezek koziil 1 a 4 talalatos, igy mind a 15 lehetdséget meg kell jatszani
ahhoz, hogy biztosan legyen 4 talalatosunk.)

2. Gvyakorlas

4. Egy zacskdban a kovetkezd négyszogekbdl van egy-egy: trapéz (amelyik nem
paralelogramma €s nem hurtrapéz), hirtrapéz (nem téglalap), paralelogramma (nem téglalap
¢s nem rombusz), téglalap (nem négyzet), rombusz (nem négyzet). Ezek koziil hizunk egyet.
Mit mondhatunk a kdvetkezo eseményekrdl: lehetséges, lehetetlen vagy biztos?

(A) tengelyesen szimmetrikus. Lehetséges: hurtrapéz, téglalap, rombusz.
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(B) kézéppontosan szimmetrikus. Lehetséges: paralelogramma, téglalap, rombusz.
(C) van parhuzamos oldalpérja. Biztos, mert mindegyik trapéz.

(D) van két egyenl6 hosszusagt oldala. Lehetséges, a trapéz kivételével mind.

(E) rombusz és téglalap. Lehetetlen, mert nincs koztiik négyzet.

(F) rombusz vagy téglalap. Lehetséges: rombusz, téglalap.

Legkevesebb hany alakzatot kell kivenni (latva dket) és melyeket, hogy a zacskobol egyet
véletlenszertien kihtizva a fenti események biztosak legyenek?

(A) 2: trapéz, paralelogramma

(B) 2: trapéz, hurtrapéz

©o

(D) 1: trapéz

(E) nem lehet

(F) 3: trapéz, hurtrapéz, paralelogramma
5. A 26 {6s osztalyban mindenki tanul angolul vagy franciaul, 20-an tanulnak angolt, és 17-en
franciat. Legkevesebb hany gyereket kell véletlenszeriien kivalasztani, hogy biztosan legyen
koztiik olyan, aki

a) csak angolul tanul; 17 tanul franciaul, 18-at kell kivalasztani.
b) csak franciaul tanul; 20 tanul angolul, 21-et kell kivalasztani.
¢) angolul is és franciaul is tanul. 20+17 - 26 =11 tanulja mindkét nyelvet, 26 —

11=15 csak egy nyelvet, igy 16-ot kell kivalasztani
A feladat megoldasahoz célszerli halmazabrat késziteni, €s mindegyik részbe beleirni az
elemszamokat a logikai szita alapjan.

IV. Gyakorisag, relativ gyakorisag — valoszinuség becslése

1. Gvyakorisagok el6zetes becslése — relativ gyakorisag — valdsziniuség

A feladatok Iényege a kisérletezés €s ebbdl sejtések megfogalmazasa.
Az 1. feladatot parban jatsszuk, a gyerekek egymasnak irnak — készitenek FI sorozatokat,
amikrdl el kell donteni, hogy hamis vagy valddi.

7. FELADATLAP

1. frj egy sorba 20 betiit, mindegyik lehet F vagy 1. Utana dobj fel egy érmét 20-szor egymas
utan ¢s jegyezd fel az eredményt F, I (fej,iras) sorozatként. Készits két ilyen 20-as sorozatot,
majd a harom sorozatot add at a tarsadnak! El kell dontenie, hogy a harom koziil melyik a
hamis, (amelyik nem igazi dobéasok alapjan késziilt). Az alabbi sorozatok koziil melyik az,
amelyik igazi dobasok alapjan késziilhetett és melyik nem?

a)FIFIFIFIFIFIFIFIFIFI Tul szabalyos felvaltva.
D) FFFIIFIFFIIFFFFFIFII Valodi.
O)FFFFFFFFFFIIIIIIIIIII Tul szabalyos.
d)FFFFIFIIFFFIFFFFFIFF Kevés az irés.

Az 2. feladaton csoportban dolgoznak a gyerekek, mindenki elvégez 30 dobast, lejegyzi az
eredményét, dsszesiti a felsorolt események gyakorisagat, majd egybegytijtik a csoport
tagjainak eredményeit igy tobb kisérlet alapjan vonnak le kovetkeztetéseket. A relativ
gyakorisagokbol olvassuk le, hogy az 1 vagy a 6 relativ gyakorisaga az 1 és a 6 relativ
gyakorisagainak dsszege. A kockaval 6sszesen 6-félét dobhatunk, ebbdl az 1 vagy 6 kétféle
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lehetdség, igy az esélye 2/6. Ehhez kozelit a relativ gyakorisaga. Ugyanigy a tobbi
eseménynél.

2. Egy kockat dobjunk fel egymas utdn 30-szor. Az eredmények alapjan t6ltsiik ki az alabbi
tablazatot!

Események: 1,2,3
dobés 1 6 1 vagy 6 | 2vagy3 vagy 6 4 vagy 5
Strigulak
Csoporttarsak
eredményei
Gyakorisag
Relativ
gyakorisag =
gyakorisag/osszes
dobas
1
lehetdség
Valosziniiség a 6-bol: 1/6 2/6 2/6 4/6 2/6
1
6
Kovetkeztetés:

- Az 1 vagy 6 relativ gyakorisaga az 1 és a 6 relativ gyakorisaganak Osszege.

- A relativ gyakorisag kozeliti az esemény valosziniiségét elég sok kisérlet esetén.

- Esemény val6szinliségét megkaphatjuk tigy, hogy azoknak a lehetdségeknek a szamat,
amikor az esemény bekdvetkezik, osztjuk az dsszes lehetdség szdmaval. Ez akkor érvényes,
ha az 0sszes lehet6séget egy szammal megadhatjuk, és ha ezek a lehetéségek egyforman
valoszintiek.

Az 3. feladatot csoportban jatsszak a gyerekek. A gyakorisagokra kell tippelni az érmékbdl
(korongokbol rakott) tornyokkal, az gy0z, aki a legjobban tippelt. Tobbszor is érdemes
jatszani, hogy egy-egy jaték tapasztalatai alapjan Gjabb gyakorisagi tippeket rakhassanak ki a
gyerekek. Adjuk fel, hogy jegyezzEk fel egymas utan, hogy hany volt a helyén, akkor ennek
az adatsokasagnak a modusza adja a legvalosziniibb értéket (ezt a fogalmat érdemes itt
eldvenni), és utdna tudnak gyakorisagot, relativ gyakorisagot szdmolni. Jobb képességii
osztalyban 0sszeszamolhatjuk a lehetdségeket, igy megadhatjuk a valdszinliséget is,
indokolhatjuk a gyakorisagok nagysagat. Az egyik fontos eleme a feladatnak, hogy pontosan
3 nem lehet a helyén, mert akkor mér a 4. is ott van. (Ez az oka annak, hogy a sorba
rendezéseknél az utolso elhelyezésére mar csak 1 lehetdség van.) Sokszor kapunk 0
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gyakorisagot a 4 van a helyén eseményre is, de mig ennek csak kicsi az esélye, addig a 3 van
a helyén lehetetlen.

3. A jatékot 1- 4 szdmkartyakkal végezziik.

— A kartyékat leforditva osszekeverjiik, kirakjuk az asztalra sorban egymas mellé.

— A csoport minden jatékosa kap 10 érmét (korongot). Maga elé felirjaa 0, 1, 2, 3, 4 szdmokat
ugy, hogy mindegyik el¢ elférjen egy torony érme. Mindenki kirakja az érméit tornyokba a
szamai elé.

— Felforditjuk a kartydkat ¢s megszamoljuk, hogy hany kartya van balrol szdmitva annyiadik
helyen, ahanyas szam 4ll rajta.

— Mindenki levehet egy érmét attdl a szamtdl, ahény kartya a helyén volt.

—FEzzel az els6 menet véget ér, Uj kartyaterités kovetkezik és ujbdl le lehet venni érmét a
megfeleld toronybdl. Az gy6z a jatékban, aki leghamarabb le tudja szedni az §sszes érméjét.

A tornyok magassagaval a szam gyakorisagéra tippeliink. Erdemes feljegyezni, hogy melyik
oszlopba hany érmét raktunk, hogy a kovetkezd jatéknal tudjunk moédositani, és igy
megmaradnak a gyakorisagi tippjeink is.

A lehetdségek:
Hany van a helyén 1 2 3 4 | Lehetdségek szama Valészinliség
4 1 2 3 4 1 1/24
Nem lehet, mert ha
3 3 a helyén van, 0
akkor a 4. is ott
kell legyen
1 2 4 3
1 4 3 2
1 3 2 4
2 4 5 3 1 6 6/24
3 2 1 4
2 1 3 4
1 3 4 2
1 4 2 3
3 2 4 1
4 2 1 3
1 ) 4 3 1 8 8/24
4 1 3 2
2 3 1 4
3 1 2 4
2 1 4 3
2 3 4 1
2 4 1 3
3 1 4 2
0 3 4 1 2 9 9/24
3 4 2 1
4 1 2 3
4 3 1 2
4 3 2 1
Osszesen 24
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V. Gyakorlas

1. Vegyes feladatok

Az 1. feladatot az el6z6 feladatlap 3.-hoz hasonléan oldjuk meg. A gyakorisagi jaték az
érdekes, a valoszinliségek kiszamoldsa nem fontos.

8. FELADATLAP

1. A jatékot két dobokockaval jatsszuk.

— Valaki feldobja a két kockat és a dobott szamok 0sszegét nézziik.

— Mindenki kap 20 érmét (korongot). Felirja maga elé az 1, 2, 3,4, ..., 11, 12 szamokat és
kirakja az érméit tornyokba a szdmai elé. ( Erdemes feljegyezni, hogy melyik oszlopba hany
érmét raktunk, hogy a kovetkezo jatéknal tudjunk modositani, és igy megmaradnak a
gyakorisagi tippjeink is.)

— Minden dobasnal levehet egy érmét attol a szamtol, amennyi a dobott szamok 0sszege volt.
Az gy0z, aki leghamarabb le tudja szedni az 0sszes érméjét.

A tornyok magassagaval az 6sszegek gyakorisagara tippeliink. Jegyezziik fel az 0sszegeket, a
moduszt, az atlagot, abrdzoljuk a gyakorisagokat, szamitsuk ki a relativ gyakorisagokat!
Kombinatorikusan indokoljuk, melyik 0sszeg a legvaldszintibb!

A lehetdségek 0sszeszamlalasat érdemes a kovetkezo tablazat alapjan végezni. Az elsé sor és
az elsd oszlop jelenti az egyik €és a masik kockéaval dobott szdmot, a tablazatba pedig ezek
Osszegét irjuk:

1 2 |3 | 4 S| 6
1 2 3 4 5 6 7
2 3 4 5 6 7 8
3 4 5 6 7 8 9
4 5 6 7 8 9 [ 10
5 6 | 7 8 9 [ 10 ] 11
6 | 7 8 9 [ 10 | 11 | 12

Ez alapjan 6ssze lehet szamolni az egyes Osszegek valosziniiségét:

2:1/36; 3: 2/36; 4: 3/36; 5: 4/36; 6: 5/36; 7: 6/36; 8: 5/36; 9: 4/36; 10: 3/36; 11: 2/36; 12:
1/36.

Az 2. feladatban szerepl0 kisérletet a Scrabble jaték betiiivel csoportonként hajtsuk végre! A
gyakorisagok szamolasa az érdekes, a valdszinliségek kiszamolasa nem fontos.

2. KATA nevének kezddbetiiit berakta egy zacskoba és sorban egymas utan kihtzta dket. Mi
az es¢ly, hogy pont a nevét rakta ki? Mi az es€ly, hogy K-val kezd6do szot rak ki? Szamolas
elott végezd el a kisérletet, szamold az egyes sorrendek gyakorisagat, relativ gyakorisagat,
moduszat!

4 kiilonbozo betlit egymas utan 24-féle sorrendben htizhatunk ki, ezek koziil 2 sorrend a
megfeleld, hiszen a két A betli sorrendje nem szamit, igy a KATA kirakasanak valoszinlisége
2/24. Annak esélye, hogy az elsd betli K Y4, hiszen elsdre 4 koziil hizunk 1-et.

A 3. feladathoz csoportonként két egyforma, és egy harmadik, ezektdl kiilonbz6 érme
sziikséges. Ezt a feladatot mindenképpen érdemes lejatszani, mert megmutatja, hogy két érme
akkor is kiilonbozd darabként viselkedik, ha egyformanak latszanak. Lehet érv arra is, hogy
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ha az egyik fej, akkor a mésik kétféle lehet, fej vagy iras, tehat 2 az esély, meg lehet a 2/3-ra
is, igy ezen jo, ha vitatkoznak a gyerekek, és kisérlettel lehet igazolni, hogy melyik mikodik a
valosagban.

3. Két érmét feldobunk egyszerre. Addig dobaljuk 6ket, mig az egyik fej lesz. Minek
nagyobb az esélye, hogy ekkor a masik is fej vagy hogy a masik irads? Tippeld meg eldre,
hogy a masik fej vagy irds! Végezd el sokszor a kisérletet, az alapjan vonj le kovetkeztetést!
Az egyik fej 3-féleképpen lehet: FI, IF, FF, mert a két érme akkor is kiilonb6z6 érmeként
viselkedik, ha szemmel nem tudjuk megkiilonboztetni 6ket. Ha ezt hangsulyozni akarjuk,
akkor érdemes eldszor kiilonbozo két érmével jatszani, utana egyformakkal. A 3 lehetdség
kozil 2-ben lesz a masik érme is fej, igy ennek 2/3 a valdszintisége, az irasnak 1/3.

Az 4. feladat annak a téves szemléletnek eloszlatasat célozza, hogy htizasoknal bizonyos
huzasok valoszinlibbek valamiféle szammisztika alapjan. Feltétlen adjuk fel a feladatot, kis
szamokkal érdemes le is jatszani, pl. 0—9 kartyakkal.

4. Tombolajegyeket osztogattak, melyeket 1-300-ig szamoztak. A jegyek parjait
Osszekeverve huzzak koziiliik az ajandékok nyerteseit. Marcsié a 149-es, Zoli¢ az 1-es
szelvény. Marcsi azt allitja, hogy neki nagyobb esélye van a nyerésre, mint Zolinak, mert a
szdma nagyjabol kézépen van. Zoli szerint ez 1ényegtelen a nyerés szempontjabol. Kinek van
igaza?

Mivel 6ssze vannak keverve, barmely szelvény huzasanak ugyanakkora az esélye, igy Zolinak
van igaza. Téves mindennapi szemlélet Marcsi véleménye. Hasonl6 miikodik a
lottoszelvények kitoltésekor.

A tovabbi feladatok a gyakorlast szolgaljak. A kisérletek elvégzése az elsédleges,
tablazatokkal szamolhatjuk a lehetdségeket, €s ebbdl a valdszintiségeket.

5. Készitsilink egy tetraé¢dert, melynek lapjaira az 1; 2; 3; 4 szdmokat irtuk. Dobjuk fel a
tetraédert kétszer egymas utan és nézziik a dobott szamok Osszegét. Jatsszuk le a gyakorisagi
jatékot! Kozben jegyezziik az eredményeket, szamoljunk gyakorisagokat, relativ
gyakorisagokat, moduszt, atlagot, mediant. Mennyi az egyes 6sszegek dobasanak esélye?

A két kockaval dobashoz hasonloan tablazatot készitlink a lehetdségekrol:

11234
1123145
21314516
3145|167
41516178

Osszesen 16 lehetdség van.
2 valodsziniisége: 1/16
3 valoszinlisége: 2/16
4 valoszintsége: 3/16
5 valoszinlisége: 4/16
6 valdszintisége: 3/16
7 valoszinlisége: 2/16
8 valoszintlisége: 1/16

A 6. feladathoz a gyerekek eldre készitsenek egy kockat, parban dolgoznak.

Matematika ,A” 8. évfolyam
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6. Készits a tarsadnak egy 3 cm €lhosszusagu kockat kemény papirbol 1-6-ig szamozott
lapokkal! Az egyik lapra beliilr6l ragassz egy 100 forintost! A kocka dobalaséaval allapitsatok
meg, melyik lapon van beliil a pénz!

A ,cinkelt” lapra fog leggyakrabban esni a kocka.

7. Egy érmével dobtunk egymads utan 6 fejet. Mi az esély, hogy a 7. dobas is fej lesz?
Ugyantgy 2, mint az els6 dobasnal, mert az érme nem ,,jegyzi meg” a korabbi dobasokat az
egymas utani dobasok fiiggetlen események.

A kovetkez0 két feladat az ,,€s” és a ,,vagy” gyakorlasat szolgaljak.

8. Egy kockat feldobunk. Jegyezziik fel a kovetkezd események gyakorisagat, majd
szamoljunk relativ gyakorisagokat, valoszintiségeket! A dobott szam
a) 2-es vagy pératlan; 1; 2; 3; 5 lehet: 4/6 a valoszintlisége.
b) péros vagy paratlan; Mindegyik szdm lehet, ez a biztos esemény: 1 a valoszinlisége.
¢) legalabb 4 vagy prim; 2; 3;4; 5; 6 lehet: 5/6 a valoszinlisége.
d) legfeljebb 4 és prim; 2; 3 lehet: 2/6 a valoszintisége.

9. Dobjunk fel egyszerre egy kockat és egy érmét! Jegyezziik fel a kovetkezd események
gyakorisagat, majd szamoljunk relativ gyakorisagokat, valdszinliségeket.
a) fejet dobtunk és paros szamot;
b) fejet dobtunk és legfeljebb 2-est;
¢) fej vagy 2-es.
Készitsiink tablazatot a lehetdségekrol:
1 2 1314|156

fej
iras
Osszesen 2:6=12 lehetdség van.

a) a lehetOségek: fej-2; fej-4; fej-6, a valoszintiség 3/12.

b) a lehetdségek: fej-1; fej-2, a valoszintiség 2/12.

¢) a lehetdségek: fej-1; fej-2; fej-3; fej-4; fej-5; fej-6; iras-2, a valoszinliség 7/12.

Matematika ,A” 8. évfolyam



