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Kislexikon

Alaphalmaz: az a szdmhalmaz, amelyet a feladat szovege ad meg, ennek hianyaban a valos

szamok (R).

Bovités: tortekkel végezhetd miivelet, a tort szamlaldjat €s nevezdjét ugyanazzal a szdmmal
vagy kifejezéssel szorozzuk (a szam illetve a kifejezés értéke nem lehet nulla). Tobb tagh
szamlalo illetve nevezd esetén bovitéskor minden tagot megszorzunk. A bovités ellentéte az

egyszerisités.
Egynemiiek tagok: legfeljebb egyiitthatdjukban kiilonboznek.

Egyszerisités: tortekkel végezhetd muvelet, a tort szamlalojat és nevezdjét ugyanazzal a nul-
1atol kiilonb6zd szammal vagy kifejezéssel osztjuk. Tobb tag szamlalo illetve nevezd esetén
egyszerlsiteni csak azzal a kifejezéssel vagy szammal lehet, ami kiemelhet6 a szamlalo illetve

a nevezd minden tagjabol.
Kifejezés értelmezési tartomanya: kikotésekkel sztikitett alaphalmaz.

Kifejezés helyettesitési értékét ugy kapjuk, hogy a betliknek értéket adunk.

Nevezetes masodfoku azonossagok: (a+b)> =a’ +2ab+b* , (a—b)’ =a’ —2ab+b>,

a’*—b>=(a+b)(a—-b),ahol ac R, beR.

Polinom: olyan algebrai kifejezés, amelyekben nem szerepel gyokvonas és valtozot tartalma-

z6 kifejezéssel vald osztas. A polinom masik neve: raciondlis egész kifejezes.

Polinom fokszama: a legmagasabb foku tagjanak foka.
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I. Egyszerii egyenletek

Mintapélda,

T Egy konyvszekrény fels6 polcan haromszor annyi és még 6 kdnyv van, mint az alsd
polcon. Dani a felsd polcrdl 8 kdnyvet attesz az also polcra, igy ott a felsé polcon talalhato
konyvek felénél 3-mal tobb konyv lesz. Hany darab konyv van most az also, ill. a felsd
polcon? Hany koényve van Daninak dsszesen?
Megoldas:

Jeldljiik az also polcon talalhato konyvek szamat x-szel.

Ekkor a fels6 polcon: 3x- 6 darab kdnyv van.

3x- 6- 8

-3=x+8
2
3x-2-6=2x+16
x=24

Daninak jelenleg az als6 polcon: x- 8 =24- 8 =32, a felsd polcon: 3-24- 6- 8§=70
darab konyve van, igy 6sszesen 102 darab kdnyve van.

Ellenorzes: 70 fele: 35 tényleg 3-mal tobb a 32-nél.

Mintapélda,

— Egy 36 éves anyanak 6 éves fia van. Hany év mulva lesz az anya hdromszor annyi idds,

mint a fia?
Megoldas:
Anya |Fia
Most 36 6

xévmulva |36+x |6+x

36- x=3(6- x)
18 =2x
x=9

9 év mulva lesz az anya haromszor annyi id0s, mint a fia.

Ellendrzés: 9 év mulva az anya 45 éves, a fia 15 éves lesz és 15-3 =45
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Nnden egyenlethez hozzatartozik egy alaphalmaz, ebben a halmazban
keressik a megoldasokat. Ha a feladat szbévege nem adja meg elére az

alaphalmazt, akkor az altalunk ismert legb6vebb szamhalmazt, azaz a valos
szamok halmazat tekintjuk annak. Az alaphalmaz azt a legbdvebb
részhalmazat, amelyen az egyenletben szerepld kifejezések értelmesek, az
egyenlet értelmezési tartomanyanak nevezzuk.

Az egyenlet megoldasakor meg kell keresnunk azokat a szamokat az
ertelmezési tartomanybadl, amelyek kielégitik az egyenletet. Ezeket a szamokat
hivjuk az egyenlet megoldasainak, vagy az egyenlet gyokeinek és ezek a

szamok alkotjak az egyenlet megoldashalmazat. Amennyiben nincs olyan

szam, amelyik igazza teszi az egyenletet, akkor az egyenletnek nincsen

megoldasa, azaz a megoldashalmaz az Ures halmaz.

Az egyenlet megoldasa soran ugy kell atalakitanunk az egyenletet, hogy egyre
egyszeribb egyenlethez jussunk. Célunk, hogy végul az egyenlet egyik
oldalan csak az ismeretlen alljon, a masik oldalon egy konkrét szam. Ehhez a
kovetkez6 atalakitasokat vegezhetjuk:

Az egyenlet mindkét oldalahoz hozzaadhatjuk, illetve mindkét oldalabol
kivonhatjuk ugyanazt a szamot.

Az egyenlet mindkét oldalat szorozhatjuk, illetve oszthatjuk ugyanazzal a
nullatol kalénb6z6 szammal.

Ismeretlent tartalmazé kifejezéseket is hozzaadhatunk, illetve kivonhatunk az
egyenlet mindkét oldalabdl.

Ha ismeretlent tartalmazo kifejezéssel szorzunk, akkor hamis gydkoket kap-

hatunk, ha osztunk, akkor gyokdket veszthetink. Ennek elkertlésére az isme-

retlent tartalmazo kifejezésrél, ekkor mindig fel kell tételezniink, hogy nem O.
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Feladatok

= 1.0ldd meg a 2x- 7 =11 egyenletet a racionalis szamok halmazan!

— 2.0ldd meg a 12(4x- 7)=16- 3x egyenletet az egész szamok halmazan!

T 3. Egy bankjegykiado automatat az iinnepek eldtt szinte teljesen kifosztottak. Osszesen
61000 Ft maradt benne 2000-es és 5000-es cimletekben. Hany darab 2000-es és 5000-es

maradt az automataban, ha egy hijan kétszer annyi 2000-es van, mint 5000-es?

7 4. Meg tudja-e venni Tibor a 3600 Ft-os feltdltékartyat, ha pénzének harmada 400 Ft-tal

kevesebb, mint a feltdltokartya aranak a fele?

— 5. Tudjuk, hogy egy dobozban 6tszor annyi szog van, mint egy masikban. Az egyikbdl
atraktunk a masikba 32 db szdget, igy mindkét dobozban ugyanannyi szog lett. Mennyi

sz0g volt a dobozokban eredetileg és a pakolas utan?

— 6. Enikdnek kétszer annyi gytiriije van, mint Szandinak, Vikinek azonban 1-gyel kevesebb
van, mint Szandinak és 4-gyel tobb, mint Anettnek. Ha 6sszeszdmolnank Szandi, Viki
¢s Anett gylirtiit, az pontosan annyi lenne mint amennyi Enikdnek van. Hany gytrije

van kiilon-kiilén a lanyoknak?
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Il. Tortegyiitthatos egyenletek
Mintapélda;

=7 Zoli, Krisztian, Laci és Istvan szeretnék megvenni a kedvenc Play Station jatékukat. Zoli
beleadott 3250 Ft-ot, Krisztian feleannyit, Laci harmadannyit, Istvdn negyed annyit
fizetett, mint a tobbiek dsszesen. Mennyibe kertilt a jaték?
Megoldas:
Jeloljiik x-szel a jaték arat.
Krisztian feleannyit fizetett, mint a tobbiek 0sszesen, vagyis kifizette a harmadat.
Laci harmadannyit fizetett, mint a tobbiek Osszesen, vagyis kifizette a negyedét.

Istvan negyed annyit fizetett, mint a tobbiek 0sszesen, vagyis kifizette a 6tddét.
3250+ 2+ 2+ =y

195000 + 47x = 60x

15000 = x

A jaték 15000 Ft-ba keriilt.

Ellendrzés: a szoveg alapjan.
Mintapélda,

=7 Oldjuk meg a valds szamok halmazan az alabbi egyenletet!
3x-1 2-"7Ix 4x- 4

—1-
5 3 15

Megoldas:
Alaphalmaz: R.
3-3x—1)=5-(2-7x)=15—(4x +4)
9x-3-10+35x=15-4x-4

48x =24
x:l=0,5
2
3.0 g 3 PRI 3
Ellendrzés-Bal oldal értéke: 25 - 2 =i jobb oldal értéke: 1- 125 =<

A > eleme az egyenlet alaphalmazanak, és az ellendrzésnél a két oldal helyettesitési
1
értéke egyenld, ezért az x = ) valoban megoldas.

Megoldashalmaz: M = {%}
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Feladatok
. . | . , 2 . ;
— 7. Egy osztily tanuldinak g—a jar gyalog az iskolaba, g—a jar valamilyen tomeg-
kozlekedési eszkozzel, a tobbi 5 didkot kocsival hozzdk. Hany tanuldja van az
osztalynak? Hanyan jonnek gyalog, és hanyan valamilyen jarmiivel?

— 8.0ldd meg a % — x—2 3 = % egyenletet a pozitiv szamok halmazan!

1 9. Egy o6ras hétfén eladta az ordinak felét és még 6 darabot. Kedden a maradék készlet
harmadat és még 3 darabot, szerddn 7 darab orat adott el, igy kifogyott a készlete.

Hény darab 6ra volt az {izletben hétf6 reggel?

10. Oldd meg az egyenletet a racionalis szamok halmazan!

_6x— 5:2_5x—1
4 3

3

— 11. Elutazas el6tt zoknikat csomagolok. A fiokbol kivettem harom par zoknit, majd a
maradék egyharmadat. Késébb kivettem a fiokbol még egyet, ekkor a zoknik fele

maradt a fiokban. Hany par zoknim van? Mennyit vittem magammal az utazasra?

12. Fejtsd meg Diophantosz, gdrog matematikus sirfeliratat!
,,Vén Diophantoszt rejti e kO. Bar 6 maga szunnyad,
megtanitotta a sirt, mondja el élte sorat.

Evei egy hatodat tolté ki a gyonge gyerekkor,

még feleannyi lefolyt, s alla szakélla kindtt.

Egy heted eltelt még, és naszagy varta a férfit,

elmult gjra 6t év, és fia megsziiletett.

Ez feleannyi napig lathatta a fényt idefenn, mint

atyja, mivel neki igy szabta az isteni sors.

Ot gyaszolva a sir felé hajlott agg Diophantosz,

négy évvel késobb 6 is elérte a célt.

Mondd, hany esztenddt €lt hat meg gyaszban, 6romben,

S itta az édes fényt, mig hona lett ez a sir?”
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I1l. Algebrai tortes egyenletek
Mintapélda;

=7 Oldjuk meg a kivetkezd egyenletet az egész szamok halmazan!

8x-15 __ 6x-35
x-4 x-4
Megoldas:

Minthogy a nevezd nem lehet nulla, igy az értelmezési tartomany a 4-t6l kiilonbozo
egész szamok halmaza. Roviden: Z \+4}.
Szorozzunk a kozos nevezdvel, (x- 4)-gyel!

(8x- 15)- 2(x- 4)=- (6x- 35)
8x—15-2x+8=—6x+35

12x =42

x=3,5

Ellenorzes:

Bal oldal értéke: 8:35-15_ 2 =-28; jobb oldal értéke: — 8:35- 35 =-28.
35-4 3.5-4

Megoldashalmaz: M =+3,5}.
Mintapéldag

=7 Oldjuk meg a kivetkezd egyenletet az egész szamok halmazan!

3x-4 x-6
= +2
x-3 3-x
Megoldas:

Minthogy a nevezd nem lehet nulla, igy az értelmezési tartomany a 3-t6l kiilonbozo
egész szamok halmaza. Roviden: Z \<3}.
Eszrevétel: (x- 3)-nak a (- 1)-szeresea (3- x).

3x- 4_2_x— 6
x- 3 x-3

Szorozzunk a kozos nevezdvel, (x- 3)-mal!

3x- 4=2(x- 3)- (x- 6)
3x-4=2x-6—x—-6
2x =8

x=-4
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Ellenorzeés:

Bal oldal értéke: 3(_ 4)_ 4 =_ 12- 4:_ 16:E_
(-4)-3 -4-3 -7 7

Jobb oldal értéke: LA 6 p_ 2 ,_2-14_16
3-(-4) 7 7 7

Megoldashalmaz: M =+<- 4}.

Mintapélda;,

7 Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet a racionalis szamok halmazan!
x-1 2-x 7Tx-9
—+ =
x-3 x-3 x*-9

Megoldas:

Minthogy a nevezd nem lehet nulla, igy az értelmezési tartomany a 3-tdl és —3-tdl

kiilonbozd racionalis szamok halmaza. Roviden: Q \13; — 3}.

(x- 1)x- 3)+(2— xNx - 3)_7x— 9

(x=3)x+3) (x+3)x-3) x*-9

Szorozzunk a kozos nevezével, (x —3)(x +3) = x* —9-cel!

(x- 1)x-3)- 2- x)x-3)=7x-9
x?—x+3x-3+2x+3x—x"-6=7x-9

Tx-9=7x-9

Azonossag. Az értelmezési tartomany minden eleme megoldas.

Megoldashalmaz: M = Q \{3; —3}.

Feladatok

= 13. Oldd meg az egyenletet a természetes szamok halmazan!

x 2x

= 14. Oldd meg az egyenletet az egész szamok halmazan!

x-2 2
-4 x-4

=

T7 15. Oldd meg az egyenletet a valds szamok halmazan!

5 9-x
x-3 x-3

+2
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Mintapéldas

=7 Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet az egész szamok halmazéan!

8x-15 _  6x-35
x-4 x-4
Megoldas:

Minthogy a nevezd nem lehet nulla, igy az értelmezési tartomany a 4-t6l kiilonb6zo
egész szamok halmaza. Roviden: Z \<4}.
Szorozzunk a kozos nevezdvel, (x- 4)-gyel!

(8x- 15)- 2(x- 4)=- (6x- 35)
8x—-15-2x+8=—-6x+35

12x =42

x=3,5

Ellenorzés:

Bal oldal értéke: % —2 =-28; jobb oldal értéke: — % =-28.

b

Megoldashalmaz: M =+3,5}.

Mintapélda,

=7 Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet az egész szamok halmazan!

3x-4 x-6
= +2
x-3 3-x
Megoldas:

Minthogy a nevezd nem lehet nulla, igy az értelmezési tartomény a 3-t6l kiillonbozo
egész szamok halmaza. Roviden: Z \<3}.
Eszrevétel: (x- 3)-naka (- 1)-szeresea (3- x).

3x- 4_2_x— 6
x-3 x-3

Szorozzunk a kozos nevezdvel, (x- 3)-mal!

3x- 4=2(x- 3)- (x- 6)
3x—-4=2x-6—-x-6
2x =-8

x=-4
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Ellenorzeés:

Bal oldal értéke: SC 44 _-12-4 _-16_16
(-4)-3 -4-3 -7 7

(- 4)- 6 2 2-14 16

+2==—+2=——=—.
3-(-4) 7 7 7

Jobb oldal értéke:

Megoldashalmaz: M =+<- 4}.

Mintapélda;,

77 Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet a racionalis szamok halmazan!
x-1 2-x 7Tx-9
=+ =
x-3 x-3 x*-9
Megoldas:

Minthogy a nevezd nem lehet nulla, igy az értelmezési tartomany a 3-t6l és —3-tol

kiilonbozd racionalis szamok halmaza. Roviden: Q \13; — 3}.

(x- 1)x- 3)+(2— x)x - 3)_7x— 9

(x=3)x+3) (x+3)x-3) x*-9

Szorozzunk a kozos nevezdvel, (x —3)(x+3)= x> —9-cel!

(x- 1)x- 3)- 2- x)x- 3)=7x-9

¥ —x+3x-3+2x+3x—x"-6=7x-9

Tx-9=Tx-9

Azonossag. Az értelmezési tartomany minden eleme megoldas.

Megoldashalmaz: M = Q \{3; —3}.

Feladatok

77 16. Oldd meg a kovetkezd egyenletet az egész szamok halmazan!
22 3x-1
= +2
2x-8 x-4

=7 17. Oldd meg a kvetkezd egyenletet a pozitiv szamok halmazan!
3x- 2 7x-3

+ —_—
2x+1 2(2x+1)

7 18. Oldd meg a kvetkezd egyenletet az egész szamok halmazan!
2x- 3 3x-1

+3=

x-4 4- x
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7 19. Oldd meg a kdvetkez6 egyenletet a racionalis szamok halmazéan!
x-7 6-2x x-5
x-3 x*-9 x-3

77 20. Oldd meg a kovetkezd egyenletet a természetes szamok halmazan!
3= 3x-5 5x-6
x-3 3-x

=7 21. Oldd meg a kdvetkez6 egyenletet a racionalis szamok halmazéan!
x-6 4-3x x-5
—+ =
x-4 x*-16 x-4

=7 22. Oldd meg a kvetkez6 egyenletet a racionalis szamok halmazan!
3-x x-2 13x-4
—+ =
x-4 x-4 x*-16

A

23. Oldd meg a kovetkezd egyenletet a racionalis szdmok halmazén!
x*+3 _x+2_ 3
4-x* 2-x x-2

A

24. Oldd meg a kovetkezd egyenletet a valos szamok halmazan!
x” +10x + 25 _
3x- 15
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IV. Egyenlotlenségek

Mintapélda,,

Oldjuk meg a kovetkezd egyenlOtlenséget! A megoldashalmazt abrazoljuk szam-
egyenesen!
3x- 7
X

Megoldas:

<0

Minthogy a nevezd nem lehet nulla, igy az értelmezési tartomany a 0-t6] kiilonb6zo

valds szamok halmaza. Roviden: R \{0}.

Szamlalo

Nevezo

Tort értéke

1 2 3 X

0O
J
I
I
1
1
I
1
)
U
i

Egy tort akkor és csak akkor negativ, ha a szdmlaloja és a nevezdje kiilonbozo eldjeld.

L. eset VAGY II. eset
Ha a szdmlalo pozitiv és a nevezd Ha a szdmlal6 negativ és a nevezo
negativ. pozitiv.
3x-7>0 ES x<0 3x=7<0 ES x>0
3x>7 3x<7
7 7
xX>— X< —
A kettd egyiitt sohasem teljesiil, A kettd egytitt akkor teljestil, ha

ebbdl az esetb6l nem kapunk i 7 7
x>0 és x<§,azaz O<x<§.

megoldast.

A feladat megoldasa soran ekvivalens Iépéseket végeztiink, igy a két esetet Gsszegezve

azt kapjuk, hogy a megoldashalmaz: M ={O<x<g}, mas modon jeldlve

b
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Mintapéldan

= Oldjuk meg a kovetkez6 egyenlStlenséget a valds szamok halmazén! A megoldashalmazt
abrazoljuk szamegyenesen!

2x- 3

>0
6x- 3
1. megoldas:
.I Szamlalo
! ~ Nevezd
! b
A Py Tort értéke
\J UV
[ T T T T TN N N Y N A A A SO TR TR NN B
L A
-5 -4 -3 -2 -1 -0,5 0 1 1,5 2 3 4 5
2. megoldas:

Minthogy a nevez0 nem lehet nulla, igy az értelmezési tartomany a — ) -t61 kiilonb6z6

valds szamok halmaza. Roviden: R \{— %} .

Szorozzuk meg az egyenlétlenséget (6x- 3)-mal!

L eset VAGY II. eset
1 1
Ha 6x- 3> 0, azaz x>—5 Ha 6x- 3<0, azaz x<—5
Ha pozitiv szammal szorzunk, az Ha negativ szammal szorzunk, az
egyenldtlenség irdnya valtozatlan egyenldtlenség irdnya megvaltozik,
marad. megfordul a relacios jel.
2x-3>0 /-3 2x-3<0 /-3
2x>3 /:2 2x<3 /:2
3 3
x> — x< =
2 2
Ez valdban a vizsgalt tartoméanyba Ennek csak egy része esik a vizsgalt
. 2 1 tartomanyba, ezért csak ezek a jo
esik, mert x > E > 5
3

megoldasok: x < L <—.
2 2
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A feladat megoldasa soran ekvivalens Iépéseket végeztiink, igy a két esetet Gsszegezve
azt kapjuk, hogy a megoldashalmaz: M = {x < —% vagy x > %} .

3. megoldas:
1

Ertelmezési tartomany: R\ {— 5} .

Egy tort akkor és csak akkor pozitiv, ha a szamlaloja és a nevezdje azonos eldjeli.

I. eset VAGY II. eset

Ha a szamlalo6 és a nevezd is pozitiv Ha a szamlalo és a nevezd is negativ
6x+3>0 ES 2x-3>0 6x+3<0 ES 2x-3<0

6x > -3 2x >3 6x <3 2x<3

xX>—— xX>— xX>—— xX<—
A kettd egyiitt akkor teljesiil, ha A kettd egyiitt akkor teljesiil, ha
x>, x<——.

2 2

A feladat megoldasa soran ekvivalens Iépéseket végeztiink, igy a két esetet Gsszegezve

azt kapjuk, hogy a megoldashalmaz: M = {x < —% vagy x > %}

Feladatok

77 25. Isi és Marcsi az eskiivdjiiket szervezik. Két zenekartdl kaptak ajanlatot. Az egyik
zenekar 15000 Ft-ot kér eldre, €s utana oranként 2500 Ft-ot, a masik 20000 Ft el6leget
kér, és oranként 2000 Ft-ot. Mit tanadcsolnal Isinek és Marcsinak, melyik zenekart
valassza, ha mindkét zenekar ugyanolyan jol jatszik. Valaszodat indokold, készits

abrat!

= 26. Oldd meg a kovetkez6 egyenldtlenséget a valdés szdmok halmazan! A megoldas-
halmazt dbrazold szamegyenesen!

-3x-22-2x-7
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7 27. Oldd meg a kovetkezd egyenlStlenséget a valds szamok halmazin! A megoldas-
halmazt dbrazold szamegyenesen!
3x- 7 3x- 1S3_2x— 4
3 7 21

28. Oldd meg a kovetkezd egyenldtlenséget! A megolddshalmazt abrazold szam-
egyenesen!
2x-3
4x- 2

>0

A

29. Oldd meg a kovetkezd egyenldtlenséget! A megolddshalmazt abrazold szam-
egyenesen!
2x- 5 >3
4- x

30. Oldd meg a kovetkezd egyenldtlenséget! A megoldashalmazt abrazold szam-

egyenesen!

2x-12 3x-1_, 5x-3
7 3 21

Az egyenlétlenségek megoldasakor a kdvetkezd miveleteket végezhetjuk:

— Az egyenl6tlenség mindkét oldalahoz hozzaadhatjuk, illetve mindkét oldalabdl
kivonhatjuk ugyanazt a szamot.

— Az egyenlétlenség mindkét oldalat szorozhatjuk, illetve oszthatjuk ugyanazzal
a pozitiv szammal.

— Ismeretlent tartalmazo kifejezéseket is hozzaadhatunk, illetve kivonhatunk az
egyenl6tlenség mindkét oldalabal.

Ha negativ szammal szorozzuk vagy osztjuk az egyenlétlenséget, akkor

megvaltozik az egyenldtlenség iranya.

Ha ismeretlent tartalmazo kifejezéssel szorzunk vagy osztunk, akkor figyelnlink

kell arra, hogy az lehet pozitiv, negativ, illetve nulla is.
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V. Abszolutértékes egyenletek

Mintapélda,;
= Oldjuk meg a valds szamok halmazéan az |x| =4+ x egyenletet!

1.megoldas (grafikus): y

2. megoldas (algebrai):

L. eset VAGY 1L eset
Feltétel: x =0 Feltétel: x <0
Ha az abszolutérték jelen beliil 4llo Ha az abszolutérték jelen beliil 4llo
kifejezés nem negativ, akkor a szam kifejezés negativ, akkor a szdm
abszolutértéke 6nmaga, azaz abszolutértéke a szam ellentettje:
elhagyhatjuk az abszolutérték jelet: -x=4-x
x=4-x —2x=4
0=4 x=-2
Ellentmondas. Ebben a Ez a feltételben meghatarozott
tartomanyban nem kaptunk tartomanyba esik, mert x =-2<0.

megoldast.
Ellenorzés:  Bal oldal értéke: |— 2| =2; jobboldal értéke: 4- (- 2)=2.

A két esetet Osszegezve azt kapjuk, hogy a megoldashalmaz: M =4- 2}
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Mintapélda;,

= Oldjuk meg a [2x —1|=3x -3 egyenletet!

Megoldas:

1. eset
i 1
Feltétel: x > —
2

Ha az abszolutérték jelen beliil allo
kifejezés nem negativ, akkor a szam

abszolutértéke 6nmaga, azaz elhagy-

VAGY

II. eset
i 1
Feltétel: x < —
2

Ha az abszolutérték jelen beliil 4116
kifejezés negativ, akkor a szdm

abszolutértéke a szam ellentettje:

hatjuk az abszolutérték jelet: - (2x-1)=3x-3
2x-1=3x-3 -2x+1=3x-3
x=2 4 =5x
Ez a feltételben meghatarozott tar- x= 4

5

tomanyba esik, igy az eredeti egyen-

letnek is gyoke.

Ez az érték nem felel meg az x < 5

feltételnek, igy az eredeti egyen-

letnek sem lesz gydke.

Ellenérzés: Bal oldal értéke: [2-2—1/=3; jobb oldal érteke: 3-2- 3=3.

A két esetet 5sszegezve azt kapjuk, hogy a megoldashalmaz: M =42}

Legyen a tetszGleges algebrai kifejezés, ekkor |d] :{

Egy valos szam abszolutértékén a nullatdl mért tavolsagat értjuk.

a,haa=>0

—a,haa<0
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Feladatok

— 31. Jelold szdmegyenesen azokat a szamokat,
a) amelyeknek 0-tol valo tavolsaga kisebb 4-nél;.
b) amelyeknek 3-t6l valo tavolsaga nagyobb 2-nél;
c¢) amelyeknek abszolutértéke nagyobb 3-nal;
d) amelyeknek abszolutértéke kisebb 5-nél.

— 32. Melyik az a szdm, amelynek az abszolutértéke 3?

= 33. Oldd meg az |x| =543x egyenletet!

— 34. Oldd meg a racionalis szamok halmazan a |2x - 3| =4 egyenletet!

35. Oldd meg a |3x + 2| =7x — 2 egyenletet!

36. Oldd meg az egész szamok halmazan az |x + 4| + |x — 1| =9 egyenletet!
= 37.0ldd meg az |5x + 7| =12 egyenletet!

™ 38. Oldd meg az [5x —3|=2x -1 egyenletet!
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VI. Kétismeretlenes egyenletrendszerek
Behelyettesito modszer

Mintapéldas

T Két testvér a bérletpénztarnal jegyet vasarol. Az egyik 2 vonaljegyért és egy atszallo
jegyért 630 Ft-ot, a masik 6 vonaljegyért és 4 atszallojegyért 2180 Ft-ot fizet. Mennyibe keriil
egy vonaljegy és egy atszalldjegy?
Megoldas:

Jeloljik a vonaljegyek arat x-szel, az atszallo jegyekét y-nal. fgy a kovetkezo

egyenletrendszert kell megoldanunk:

2x+y =630 }

6x+4y=2180

Az elsé egyenletbdl fejezziik ki y-t: y =630- 2x

Ezt helyettesitsiik be a masodik egyenletbe, y helyére:

6x- 4(630- 2x)=2180

6x- 2520- 8x=2180

—2x=-340

x=170

Az x-et ismerve, y-t visszahelyettesitéssel kiszamithatjuk:

y=630- 2x=630- 2-170=630- 340 =290

Egy vonaljegy 170 Ft, mig egy atszallojegy 290 Ft-ba kertil.

Ellendrzés: a szoveg alapjan.

(Behelyettesité modszer
A kétismeretlenes egyenletrendszer egyik egyenletébdl kifejezzik valamelyik

ismeretlent és a kapott kifejezést, behelyettesitjik a masik egyenletbe.

igy egy egyismeretlenes egyenletet kapunk, ezt megoldva megkapjuk az egyik

ismeretlent. Ennek segitségével kiszamitjuk a masik ismeretlent is.
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Feladatok

=7 39. 17 perc mulva kezdddik a U2 egyiittes koncertje. A 4 f8s tarsasagnak mar csak egy
hidon kell atkelnie, hogy odaérjen. Viszont a hid egyszerre csak 2 embert bir el.
Azonkiviil sotét van és vilagitas nélkiil egy tapodtat sem tudnak megtenni, de
szerencsére van egy zseblampajuk. Tehat valaki vilagit és atkisér egy embert, aztan
vissza kell vinni a zseblampat (atdobni nem tudjak), stb. Az egyik ember 1 perc alatt
ér 4t a hidon, a masik 2 perc alatt, a harmadik 5 perc alatt, a negyedik 10 perc alatt.
Milyen sorrendben menjenek at, hogy 17 perc mulva mind a négyen a hid ttloldalan

legyenek?

40. Urlények két faja érkezett a foldre. Az egyik fajnak 3 feje és 7 laba, a masiknak 2 feje
és egy laba van. Osszesen 46 fejiik és 89 labuk van. Hany {irlény érkezett az egyes

fajokbol?

— 41. Oldd meg a kdvetkezd egyenletrendszert!

x+5y=7
x=3y=-1

= 42. 0Oldd meg a kovetkez6 egyenletrendszert!

x+3y=9
3x -5y=-22

i) 43. Héarom szam koziil a kozépsd ugyanannyival nagyobb a legkisebbnél, mint a
legnagyobb a kozépsonél. A két kisebb szdm szorzata 85, a két nagyobbé 115. Melyek

ezek a szamok?

44. Egy haromszdg oldalainak hossza 23 cm, 19 cm és 16 cm. Rajzoljunk koroket a
haromszog mindharom cstcsa koriil ugy, hogy ezek a kordk paronként érintsék

egymast. Mekkordk a korok sugarai?
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Egyenlo egyiitthatok modszere

Mintapélda;

= Oldjuk meg a kdvetkezd egyenletrendszert!

Sx+3y=2
4x+T7y =20
Megoldas:

Az els6 egyenletet szorozzuk 4-gyel, a masodikat 5-tel.
20x+12y =8
20x+35y =100

Kivonjuk az els6 egyenletbdl a masodik egyenletet:
-23y=-92

y=4

Visszahelyettesitve valamelyik eredeti egyenletbe:
5x-3-4=2

x=-2

Ellenorzés:

5.(-2)-3-4=2

4-(=2)+7-4=20

A megoldas a (- 2; 4) rendezett szampar.

égyenlé egyutthatok mdédszere

Ugy szorozzuk az egyenleteket, hogy valamelyik ismeretleniink egyiitthatéja
mindkét egyenletben egyenld, vagy egymas ellentettje legyen. Ezutan a két

egyenletet 6sszeadva vagy egyiket a masikbdl kivonva, egy egyismeretlenes

egyenlethez jutunk. Ezt megoldva megkapjuk az egyik ismeretlen érteket.

Ennek segitségével kiszamitjuk a masik ismeretlen értékét is.
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Feladatok

T 45. Adam négy évvel ezel6tt haromszor annyi id8s volt, mint David. Ot év mulva pedig

kétszer annyi idOs lesz. Hany évesek most?

T 46. Oldd meg a kdvetkezd egyenletrendszert!

6x+8y=-9
5x-9y=16

T 47. A piacon valaki 4 kg krumplit és 3 kg hagymat véasarolt 440 Ft-ért. A sorban mogotte
allo 5 kg hagymaért és 2 kg krumpliért 500 Ft-ot fizetett. Mennyibe keriil ennél a zold-

ségesnél a krumpli és a hagyma?

Egyenletrendszerek megoldhatosaga

Mintapélda;,
Oldjuk meg az alabbi egyenletrendszereket!
x+3y=4 } b 2x+6,00001y:7,99998} x+2y=6 }

a C
2x+6y =8 2x +5,99999y = 8,00002 2x+4y=4
Megoldds:

a) Az egyik egyenlet kovetkezménye a masiknak, igy az egyenletrendszer meg-
oldasainak elég az elsd egyenletet kielégitenie. Ez azt jelenti, hogy az egyenlet-
rendszernek végtelen sok megolddsa van. (Barmely x értékhez kiszdmithatjuk, hogy

mennyi a hozzatartozo y.)

Példaul: Ha y=1 = x=4-3y=1.Hay=-2 = x=4-3y=10.

b) Alkalmazzuk az egyenld egyiitthatok modszerét, vonjuk ki az elsé egyenletbdl a
masodikat 0,00002y =-0,00004 = y=-2. Ezt visszahelyettesitve az eredetibe
kapjuk: x =10.

A megoldas a (10; - 2) rendezett szampar.
¢) A masodik egyenletet kettével egyszeriisitve kapjuk: x- 2y =2, ami ellentmond az

elsd egyenletnek. Ekkor az egyenletrendszernek nincsen megoldasa.
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Uj ismeretlen bevezetése

Mintapéldam

6 + ] =27

- . X Yy

Oldjuk meg a egyenletrendszert!

3 7
———=-15
Xy

1. megoldas:

x#0,y#0

6y+5x=27xy
3y—Tx=—-15xy

Az els6 egyenletet a masodikkal elosztva az kapjuk, hogy:

6y- 5x 27
3y—=T7x —15

- 90y- 75x=81y- 189x

114x =171y
3
2)’

Visszahelyettesitiink az eredeti egyenletrendszer egyik egyenletébe:

i+£=27

N
3 3

6+2:5=272y

12+15 =81y

27 =81y

27 1

Y813

N | —

1
3

N | W

Ekkor x=%y=
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2. megoldas:

1 1. . ,
Vezessiik be az a = —, b = — ismeretleneket, ez megkonnyiti az egyenletrendszeriink
X y

megoldasat. Az 11j egyenletrendszer:

6a+5b =27

3a-7b=-1 5}

Az egyenld egyiitthatok mddszerével megoldva az egyenletrendszert
a =2 ¢és b=3adodik.

Most mar kiszdmithatjuk x és y értékét:

2=l 3=l;
X y
R
, Uy

A (%, %1 rendezett szdmpdr eleme az egyenletrendszer alaphalmazanak, és az
)

ellendrzésnél a két oldal helyettesitési értéke egyenld, ezért ez valdban megoldas.

Uj ismeretlen bevezetése

Akkor célszerill ezt a mddszert alkalmazni, ha egyenleteinkben hasonlo

kifejezéseket fedezlink fel, igy egyszer(ibbé tehetjliik a megoldando feladatot.

Feladatok

=7 48. Oldd meg a kovetkezd egyenletrendszert!

i+£:7
x oy

8 15,

Xy
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A

50.

49. Oldd meg a kovetkez6 egyenletrendszert!

4 3
x=2 y+5
1 2

+ —=
x=2 y+5

Két autd egyenld teljesitményli motorjanak gazdasadgossagat vizsgalva kideriil, hogy
adott 1d6 alatt az egyik 60 liter benzint fogyasztott, a masik — két draval kevesebb id6
alatt — 38,4 litert. Ha az elsd motor annyit fogyasztott volna 6ranként, mint a masodik,
a masodik pedig annyit mint az els6, akkor az el6bbi iddk alatt egyenld lett volna a

fogyasztasuk. Oranként hany litert fogyasztott az 1. és mennyit a 2. motor?
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VII. Vegyes feladatok

Mintapélda,

— Brigi kétféle (kék ¢és fekete) tollbol 17 darabot vésarolt a boltban 2185 Ft értékben. A kék
tollak 125 Ft, a fekete tollak 135 Ft-ba keriilnek. Hany darabot vett Brigi a kék illetve a fekete
tollakbol?
1. megoldas:

Legyen a kék tollak szdma: x.

Ekkor a fekete tollak szdma: 17- x.

A kék tollakért fizetett pénz: 125x .

A fekete tollakért fizetett pénz: 135-(17- x).

A kettd Gsszege a kifizetett pénz: 125x- 135-(17- x)=2185.

125x- 2295- 135x =2185
—10x =-110
x=11
17- x=6
Ellenorzes:
Brigi 11 kék tollat vett, (1375 Ft), valamint 6 feketét (810 Ft) ez 6sszesen 2185 Ft.
Brigi tehat 11 kék és 6 fekete tollat vasarolt.

2. megoldas:
Ha az 0Osszes toll kék lett volna, akkor 17-125=2125 Ft-ot kellett volna fizetni.
A kiilonbozet: 60 Ft. Ha egy kék tollat kicseréliink egy feketére, akkor 10 Ft-tal kell
tobbet fizetnie Briginek. A 60 Ft tobblet tehat 60:10 =6 cserét jelent. igy a fekete
tollak szama 6, a kék tollaké, pedig 11.

Feladatok

— 51. LAGYTOJAS (Matematika hatarok nélkiil verseny)
A lagytojast, mint az kozismert, 3 percig kell f6zni forr6 vizben. Sajnos csak két
homokora all rendelkezésiinkre. Egyik 6 percet, a masik 7 percet tud mérni. Hogyan

jarjunk el, ha lagyra szeretnénk f6zni a tojast?
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— 52. HIXE ASSZONY ELETKORA (Matematika hatarok nélkiil verseny)

Egy tapintatlan ember Hixe asszony életkora irant érdeklédik. Ime Hixe asszony
valasza:
,.Eletkorom éppen 4/3-a a hatralevé idém felének, ha szaz évig élek.” Hany éves Hixe

asszony?

— 53. Egy lakasban javitasra szorul a vizvezeték. Két szerelénél érdeklddtek: az egyik

5000 forint a kiszallasi dijat és 1500 forint az 6radijat, mig a masiknal 3500 forint a
kiszallasi dijat és 2000 forint az drabért kért. Melyik szerelovel dolgoztassanak, ha
eldrelathatolag 3 6rds munka var ra? Becsiild meg, nagyjabol mennyi pénz kell ahhoz,
hogy biztosan ki tudjak fizetni a szerel6t! Kivel dolgoztatnal, ha nem tudod mennyi

idébe telik a javitas? Abrazold grafikonon! Mité] fiigg?

54. Egy kétjegyl szam szamjegyeinek az 0sszege 11. Ha a szamjegyeit felcseréljiik, akkor

az eredeti kétszeresénél 20-szal kisebb szamot kapunk. Melyik ez a szdm?

=7 55. 5 liter 64%-o0s alkoholhoz hany liter vizet 6ntsiink, hogy a keverék 38%-os legyen?

T 56. A Rozsaszirom laképark épitésén harom festé dolgozik. Az eddigi tapasztalatok

57.

58.

alapjan ugyanakkora lakast az elsd festd 8 ora alatt, a masodik 7,5 6ra alatt, a
harmadik 7 6ra alatt fest ki egyediil. Mennyi id6 alatt végeznek az utolso lakéssal, ha
egylitt dolgoznak? Be tudjak-e fejezni a munkat, mire — eldrelathatdlag 3 6ra mualva —

a munkafeliigyeld megérkezik?

Egy uszodaban leeresztették a vizet. Hairom csapon keresztiil toltik Gijra a medencét.
Az elso csap egyediil 12 ora alatt, a méasodik 15 ora alatt, a harmadik 16 ora alatt tolti
tele a medencét. Mit mondjanak a vendégeknek, mennyi idé mulva uszhatnak Gjra a

medencében, ha csak a teljesen feltoltott medencébe engedik be az Giszni vagyokat?

Egy kerékparos a falubdl a varosba 10 km/h sebességgel megy. Egy 6raval késébb
utana indul egy masik kerékparos 12 km/h sebességgel és egyszerre érkeznek a

varosba. Hany km-re van a varos a falutol?
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= 59. Az éllatkert két elefantja Fani és Fancsi. Fani 24 évvel kordbban sziiletett, és igy

- 60.

61.

62.

63.

négyszer annyi id0s, mint Fancsi. Hany évesek az elefantok?

Egy anya 21 évvel iddsebb a gyermekénél. 3 év mulva 4-szer annyi id0s lesz, mint

gyermeke. Mennyi id0s az anya ¢és a gyermeke most?

Otthon alkoholmentes koktélt akarunk késziteni. Az Apricot Shake nevili koktélhoz
Osszekevertlink haromféle gytimolceslevet. 2 liter 40%-o0s ananészlevet, 1 liter 100%-os
cseresznyelevet, 3 liter 12%-os sargabaracklevet. Az alapanyagokat turmixgépben tort
jéggel simara turmixoljuk. Hiutott poharba toltjik, és citromszelettel diszitjik. A

koktélban hany % a gylimdlcstartalom? Szdmolas eldtt becsiild meg az eredményt!

Egy 90 km/h sebességli gyorsvonat az egyik varosbol a masikba megy. Egy oraval
kés6bb utana indult egy 30 km/h-val nagyobb sebességili InterCity vonat. A két vonat

egyszerre érkezik az allomasra. Mekkora a két varos tdvolsaga?

Szandi, Ditta és Betti testvérek. Szandi a lakast egyediil 3 ora alatt, Ditta 90 perc alatt,
Betti 135 perc alatt takaritja ki. Mennyi id6 alatt végeznek egyiitt? Szerinted be tudjak
fejezni a takaritast még mieldtt a sziileik hazaérnek, ha a sziilék varhatéoan fél ora

mulva lesznek otthon, €s csak most tudjak elkezdeni a munkat?
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I. Ismerkedés a grafikonokkal

Az tjsagokban, plakatokon, rekldmkiadvanyokban nagyon sok grafikon taldlhatd, ezért
sziikséges, hogy mindenki értelmezni tudja azokat, értse meg a nyelviiket.

Néhany grafikon ismerds nekiink, hiszen a fliggvények abrdzolasanal is hasonlokkal
talalkozhattunk. A grafikonoknal megengedheté az, hogy ko6zds koordinata-rendszerben
abrazoljunk kiilonb6z6 adatsorokat.
Mintapélda,

Egy cég kozos grafikonban abrazolja
a teljesitményét és az alkalmazottak
létszamat.

Le tudnank-e olvasni, mekkora volt a
cég teljesitménye és a dolgozok
létszama 2000-ben, ha csak az 1996-

os adatokat ismernénk?

Megoldas:
Az ilyen tipusu grafikonokat oszlopdiagramnak hivjak, és a diagram magassaga egyenesen
aranyos az abrazolt mennyiséggel, de észrevehetjiik, hogy itt egy kis csalas tortént. A cég
forgalmat szemléltetd 2006-os adat ugyanis 5,7-szerese az 1996-osénak, de az oszlop
magassaga csak négyszerese az elsd oszlop magassaganak. A 1étszammal forditott a helyzet.
3,2-szeres adatot 4-szeres oszloppal szemléltettek. Az mindenesetre teljesiil, hogy nagyobb
adathoz nagyobb oszlop tartozik. Az ilyen ,,csalds” megengedhetd, ha az adatokat feltiintetik

az oszlopnal. A 2000-es adatokat tehat nem
A hBgyarorszaga |atogatd

tudnank megbizhatéan leolvasni a grafikonroél, Liilfildiek s25ma és kiadisai

ha az adatok nem szerepelnének ott. 16 400
_ 14 1 1 250
Mintapélda, 12 1 a0
A Kozponti Statisztikai Hivatal k6zolte ezt a 10+ - 260 -
, . 2 g - 300 5
grafikont. Allapitsuk meg, melyik negyedévben 2 g L 150 E
latogatott Magyarorszagra a legtobb turista! =9 - 100
. e 2
Olvassuk le, melyik negyedévben koltottek a 0

legtobbet a kiilfoldiek! 05 2006 2007 negyedéy

W Elilfaldiek s2ama & Kilfaldiek kiadasai
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Becsiiljiilk meg, hogy mennyi az egy latogatora es6 kiadas 2007 masodik és harmadik

negyedévében!

Megoldas:

2006 harmadik negyedévében érkezett a legtobb kiilfoldi, koriilbeliil 13 millid 6.
A vizsgélt idészakokban 9,5, illetve 11 millio kiilfoldi érkezett, és 240 milliard forintot, illetve

320 milliard forintot koltottek.

240-10° 320-10°

9,5-10° 11-10°

= 25ezer, —— = 29ezer.

Az els6 iddszakban az egy fore es6 koltség koriilbeliil 25 ezer Ft, a masodikban 29 ezer Ft

volt.

Megfigyeltiik, hogy itt is két teljesen kiilonbo6zo jellegli adat valtozasat abrazoltak

ugyanabban a grafikonban.

Mintapélda;

Nézziik meg a diagramot és valaszoljunk a
vizsgalt iddszakra vonatkozo kérdésekre!
a) Melyik tanévben jart a kozépiskolasok
legnagyobb része nappali oktatasra?
b) Melyik tanévben jartak a legkevesebben

nappali oktatasra?

Megoldas:

a) Az 1996/1997-es tanévben a
kozépiskolasok koriilbeliil 83,8%-a jart
nappali tagozatra. Ez a legmagasabb érték.
b) Erre a kérdésre nem tudunk valaszolni
annak ismerete nélkiil, hany kozépiskolas
diak volt az egyes években. Csupan a
grafikont ismerve azt olvashatjuk le, hogy
az 1990/1991-es tanévben jart a
kozépiskolasok legkisebb része a nappali

tagozatra.

Nappali oktatasban résztvevo kozépiskolasok
aranya

2006/2007
2005/2006
2004/2005
2003/2004
2002/2003
2001/2002
2000/2001
1999/2000
1998/1999
1997/1998
1996/1997
1995/1996
1994/1995
1993/1994
1992/1993
1991/1992
1990/1991

79,00 80,00 81,00 8200 83,00 84,00 85,00

szazalék
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Az egyes években a kozépiskolasok szdma ismeretében a nappali tagozatosok szamat is meg

tudjuk becsiilni:

(Az adatok a KSH (Ko6zponti Statisztikai Hivatal) adatbazisabol valok.)
Tanév | 1990/1991 | 1991/1992 [1992/1993 | 1993/1994 | 1994/1995 | 1995/1996 | 1996/1997 | 1997/1998 | 1998/1999
Tanulo 360 034 379 316 400 333 418 886 437 126 448 509 462 170 474 642 491061
Tanév | 1999/2000 | 2000/2001 | 2001/2002 | 2002/2003 | 2003/2004 | 2004/2005 | 2005/2006 | 2006/2007
Tanuld 505 323 509 500 516 120 519 473 531 391 528 989 531 168 534 423
Ennek ismeretében kiszamithat6, hany tanuld is jart az egyes években a nappali képzésre:
[Tanév  [1990/1991 | 1991/1992 | 1992/1993 | 1993/1994 | 1994/1995 | 1995/1996 | 1996/1997 | 1997/1998 | 1998/1999
% 81,1 82,6 82,4 81,8 81,4 83,1 83,8 83,5 82,7
nappalis | 292 000 313 000 330 000 343 000 356 000 373 000 387 000 396 000 406 000
[Tanév | 1999/2000 | 2000/2001 | 2001/2002 | 2002/2003 | 2003/2004 | 2004/2005 | 2005/2006 | 2006/2007
% 82,5 82,0 81,6 82,1 82,4 82,9 83,1 83,0
nappalis | 417 000 418 000 421 000 426 000 438 000 439 000 441 000 444 000

Mivel a diagramroél leolvashato szazalékértékek kerekitettek, a szamitott tanuloi 1étszamot

ezresekre kerekitettiik.

Ez a diagram is rokona az oszlopdiagramnak, csak az oszlopok vizszintes hosszaval jellemzi

az adatokatl.

Mintapélda,

Ez a térhatdsu oszlopdiagram egy

kozmetikai
anyag-0sszetételét

fliggbleges

tengely

Hatoanyag g/500ml.

Melyik

termék

tartalmazza

mutatja.

termékcsalad hato-

A

felirata:

a

legtdbb ,,fahéj és narancshéjolaj”

hat6anyagot?

Melyik

termék

tartalmazza

a

legtobbet a felsorolt hatéanyagok

kozul?

Hulhemyag grA4 b0 m!

Hatéanyag megeszlas atermékekben

o Fahg] é5 narancsola

mVerbsenet fokozo
kamplex

o Alga, borostyan,
vadgesztenye &s gingko
kivonatak

Melyik terméket ne javasoljuk annak, aki amugy is hajlamos a piruldsra?
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Megoldas:

A négy oszlop azonos szinii részeinek hosszusagat kell vizsgalnunk. A grafikonrdl tehat ugy
tlinik, hogy a B termékben a legtobb a fahéj és narancshéjolaj hatdanyag, vagy legalabbis nem
kevesebb, mint a tobbiben. A legtobb hatéanyagot a negyedik termék tartalmazza.

A vérbdséget fokozo komplex hatoanyag piruldst okoz, tehat az erre hajlamosaknak csak az A

terméket javasolnank.

Mintapéldas;
Ez a grafikon egy utkezeld tarsasag honlapjan

talalhato. Ertelmezziik a grafikont! Mi a hiba?

Megoldas:
Az abran harom kordiagramot lathatunk. Harom
uttipus esetén azt akarja mutatni, hogy az azon

haladé jarmiivek milyen 0sszetételben hasznaljak

az utat. Az egyértelmii, hogy mindharom utat a
személygépkocsi-forgalom uralja 71%, 81%,
illetve 81% ardnyban. Egy-egy kordiagramon
beliil és a kiilonbozd uttipusoknal megmondhato
az egyes jarmitipusok aranyszama is. Ha
megnézzik, az elsd abran 5 korcikk van, kordtte
4 jarmitipus, a 2. abran 4 korcikk van €s harom
fajta jarmt, a 3. abran pedig 5 korcikk és 4 jarmi
van. Tehat egy kozlekedési jarmiifajtat mindegyik

abrarol lefelejtett a rajzoloja!
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Mintapélda,

Az abran egy korfa lathato. C{[

Ausztralia lakossaganak

Osszetételét mutatja. A

fliggdleges tengelyen az

¢életkor lathato, a vizszintes

tengelyen pedig a lakosok |
szama (600k=600 ezer). B

2
a) Mit jelent a sarga és piros szin?
b) Melyik grafikonfajtara hasonlit legjobban ez a grafikon?
c¢) Hany 80 év f616tti lakosa van Ausztralidnak?

d) Fiu, vagy lany sziiletik tobb?

Megoldas:

a) A grafikon sarkaiban levd jelek szerint a sarga oldal a férfiakra, a piros pedig a ndkre
vonatkozo adatokat szemlélteti.

b) Ez igazabol két vizszintes oszlopdiagram.

c) Ossze kell adni a 80 év folotti férfiak és nék szamat. Ezt a férfi és a ndi oldalakrol lehet
leolvasni: 200ezer + 380eze r= 580ezer.

d) Koriilbeliil 50 ezerrel tobb fiu sziiletik, mint lany.

Feladatok:

- 1. A kovetkezd grafikon ugy keletkezett, hogy 2006. marcius 29-én Torokorszagban a
napfogyatkozas idején 1175 fotot készitettek a Naprol, majd megallapitottak azok
atlagos fényességét.

Meg tudod-e mondani, pontosan hany 6rakor volt a napfogyatkozas?
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4500

500

=000

2500

priuinin]

1500

1000

S00

]

420000

— 10000

‘”ﬂ[ 2 - 1 1000

— 2. a) Olvasd le a grafikonrol, hogy

mekkora volt az egyes adok

hallgatottsaga 2007-ben

Szolnokon?

b) Add Ossze az a) részben kapott

%-okat. Mit tapasztalsz? Mi lehet a

magyarazata?

¢) Melyik évben lett tobb hallgatoja

az R2000 adonak, mint a Danubius

radidnak?

40%

35%

25%

20%

15%

10%

5%

0%
200

-

1 —  Luminosity
—+ 100 b =
Log. luminosi
T
U |
AZ2:20:00 AZ:00:00 AZ:20:00 10000 42000 A5 :00:00 A15:20:00 AG 0000

SZOLNOKI HALLGATOTTSAGI ADATOK
%

__-_H-H\‘\‘

4 év

Danubius
2005 év 2006 év 2007
AKTIV == Slager Danubius R 2000 Juventus

— 3. Az oszlopdiagram az egyes orszagokban érvényes telefonalasi tarifakat mutatja.

Atlagarak 6sszehasonlitasa

(eurocent/perc)
3.60
a.00 B Bvegzodietes
2480 GlInditas
2.00

o I Skl

IR

ik

all

&

@e%iia

&

ﬁﬁﬁéﬁ P

& O\%q@

fa*

Foglalkozzunk most csak a
hivésinditas araval.

a) Melyik orszagban kell a legtobbet
fizetni a hivasinditaskor?

b) Melyik orszagban kell a
legkevesebbet fizetni a
hivésinditaskor?

c) Hany sz4zalékkal nagyobb a
hivasinditas koltsége abban az
orszagban, ahol a legtobbet fizetnek

érte, mint ahol a legkevesebbet?
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— 4. Megkérdeztek sok-sok embert, Mapjaink slagerei
.. ., s Fock
hogy a konnytizene melyik agat Hip-hop; rap
. , RiE

hallgatja a legszivesebben.
g4l & Funky
Mindenki csak egy valaszt 90-es évek slagerei
8l-as évek
adhatott. A valaszokat House
Trance
leolvashatod az L aitiri
. . Drum&Bass
oszlopdiagramrol. Rriiary
Hany ember valaszolt? 70-es evek 9'*‘%;3‘":

mn
A vélaszadok hany szazaléka Mulatis
Jazz
szamara volt a legnépszertibb a Goa
Jungle
(?

rock? Ambient
Eqgyéh

— 5. A két kordiagram Europa energiafelhasznalasat mutatja. A masodik grafikon szemlélteti

a kiilonb6z6 megujuld energiaforrasokat.
Szélenergia

Féldgéaz
21%

= Atomenergia 2
| 7% | Bio-
e / massza

/3%

1%

14%
a) Az 0sszes energiafogyasztasunk hany szazalé¢ka szarmazik a biomassza elégetésébol?

b) Az Gsszes energiafogyasztasunk hany szazaléka geotermikus eredetii?
¢) Az atomenergiabol vagy a vizi energiabol szarmaz6 energiat hasznaljuk nagyobb

mértékben?

— 6. Idézet egy ijsagcikkbol:
»A grafikona ...... drogambulancia
forgalmanak alakulasat mutatja, és
onmagaért besz¢l. A kiemelt harom csoport
ugyanis azok aranyat mutatja klienseink
kozott, akik nemesak maguk vannak a
legnagyobb veszélyben, hanem sulyos

veszélyforrast jelentenek masokra, egész
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korosztalyukra nézve is. Az 6pium tipusu szerek (opiatok) fliggdsége ugyanis
rosszindulat, makacs, €s terjedésre hajlamos korkép.”

A kérdések a fenti ambulancidra vonatkoznak. (A grafikonon az i.v. révidités: az
intravénasan beadott kabitoszer.)

a) Hany olyan betegiik van, akik jelenleg is hasznalnak intravénasan beadott
kabitoszert?

b) Héany opiatfogyasztd ndbetegiik van?

¢) Osszesen hany betegiik van?

— 7. A grafikon az arany 4rat mutatja dollarban. Gold Weeldy OHLC

SE0.00
a) Mit gondolsz, mit jelenthet az, hogy az egyes {s0000
1dépontokban nem kis pont, hanem kis vonal jelzi az |”|| | 75000
arany arat? L L 7o0.00
- i |I|'||||III TIRLIT TR prnp
b) Olvasd le, mikor volt az arany 4ra a It | P
legalacsonyabb, illetve a legmagasabb? e (55000
N e FEERSEEEE
¢) Hanyszorosa a legalacsonyabb ar a legmagasabb AEMESTIATL o

arnak?

— 8. A grafikon alapjan valaszolj a kdvetkezd kérdésekre:

A levegd paratartalmanak egészségligyi jelentésége

Baktériumok

Virusok

Gombak

Atkak

FelsGléguti
megbetegedések

Allergia,
asztma

Ozonkeletkezés

0 10 20 3 40 5 60 70 8 90 100%
Relativ [égnedvesség

a) Melyik tipusu betegségekre van rossz hatassal az alacsony paratartalom?
b) Melyik tipust betegségekre van rossz hatassal a magas paratartalom?

¢) ird le, milyen hatassal van az allergias betegre a paratartalom valtozasa?
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= 9. A grafikon egy tanulmanyi verseny

18 000 -
népszeriiségének novekedését

mutatja.

a) Melyik tanévben indult a verseny? 9800

b) Melyik tanévben késziilt a grafikon?

, , Y , . 2400 —
¢) Hanyszorosara nétt a résztvevok %

1 1 I
létszama a verseny beinditasa 6ta? 1998-1999  1999-2000 2000-2001

7 10. Az alabbi vonaldiagram az éves forgalom alakuldsat mutatja ezer Ft-ban egy

kereskedelmi vallalat harom telephelyén.

Egy kereskedelmi vallalat harom telephelyének forgalma
2000

1500

1000 ‘/‘\‘/‘—‘\‘/‘/‘\r/‘/‘/‘

500

1.h6 2.h6 3.h6 4.h6 5.h6 6.h6 7.h6 8.h6 9.h6 10.h6 11.hé 12.ho

——A =B C

Hatarozd meg az egyes telephelyek havi forgalmanak értékeit, és készits beldle
tablazatot!
Hatarozd meg telephelyenként, hogy melyik volt a leggyengébb és melyik volt a

legerdsebb honap forgalom szempontjabol!
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— 11. A kovetkez6 oldalon talalhato a) diagram 10 tanul6 testmagassagat abrazolja, a b)

diagram pedig Pistike testmagassaganak valtozasat mutatja. Matematikailag melyik

helyes €s melyik nem? Miért?

200

Tanuldk testmagassaga

195 s
190
185 \’\\‘\
180 /’\
175 *
170 N -
./ Se—
165 ~——+*
160
155
>
150 T
Adam Bernadett Eva Ferenc Istvan Jozsef Maria Piroska Sandor Sarolta

‘ —e— Testmagassag(cm) ‘

a) diagram

Pistike testmagassaganak valtozasa az utébbi 6t évben

b) diagram
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Il. Tomegjelenségek és a statisztika

A statisztika szot ma kétféle értelemben hasznaljuk:

egyrészt informaciok valamilyen szempontbol rendezett 6sszessége,

masrészt tomegjelenségek vizsgalatahoz sziikséges modszerek dsszessége.
Tomegjelenségnek nevezzilk azokat a jelenségeket, amelyek tetszOlegesen sokszor,
lényegében azonos feltételek mellett mennek végbe. Példaul egy auté motorja iizemanyag
nélkiil soha nem miikddik, vagy es6hoz mindig felhdre van sziikség. Persze, ha feldobunk egy
szabalyos pénzérmét, nem tudjuk, melyik oldalara fog esni, vagy esetleg megall az ¢lén, de az
kétségtelen, hogy a harom lehetséges eset koziil az egyik biztosan bekovetkezik. Ilyenkor
véletlen tomegjelenségrol beszéliink. Errdl van szo pl. akkor is, amikor egy jatékkockat

feldobunk, és megfigyeljiik, melyik oldaléra esett.

Mintapélda;
Minden tanul6 kap egy-egy jatékkockat. Mindenki 10-szer dob a kockaval.
Az alabbi tablazatokat masoljuk a fiizetbe, és a kapott eredményeket irjuk bele!

Egy dobas lehetséges kimenetei: 1, 2, 3,4, 5, 6.

Dobas 1 2 3 4 5 6 7 8 9 110

Kimenet

Bizonyos tarsasjatékokban (példaul: Ne nevess koran) csak akkor indulhatunk el a babunkkal,
ha 1-est vagy 6-ost dobtunk. Vizsgaljuk meg, hany 1-es és hany 6-os dobas tortént ?

1-es dobasa

Dobasok szama 10 | 20 [ 30 | 40 | 50 | 60 | 70 | 80 | 90 | 100
Gyakorisag
Dobasok szama 110 | 120 | 130 | 140 [ 150 | 160 | 170 | 180 | 190 | 200
Gyakorisag
Dobasok szama 210 | 220 | 230 | 240 | 250 | 260 | 270 | 280 | 290 | 300
Gyakorisag
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6-0s dobasa

Dobasok szama 10 | 20 | 30 | 40 | 50 | 60 | 70 | 80 | 90 | 100
Gyakorisag
Dobasok szama 110 | 120 | 130 | 140 [ 150 | 160 | 170 | 180 | 190 | 200
Gyakorisag
Dobasok szama 210 | 220 | 230 | 240 | 250 | 260 | 270 | 280 | 290 | 300
Gyakorisag

Ha a kapott eredményeket 0sszegytijtjiik, rendezziik, és valamilyen formaban (tablazatban,
grafikonon, diagramon stb.) dbrazoljuk, akkor statisztikat készitettiink. Az ilyen tipusu
felméréseket leiré statisztikanak nevezziik.

A leir¢ statisztika tehat egy adott, meghatarozott elemekbdl 4ll6 informacidhalmazt értékel
ki. A kivalasztott egyedekre vonatkozé adatokat 0sszegytijti, rendezi, esetleg még
tablazatosan vagy grafikusan abrazolja is.

A megfigyelés targyat képezo egyedek Osszességét statisztikai sokasagnak nevezziik.

Gyakorisag, relativ gyakorisag szemléltetése

A gyakorisag azt mutatja meg, hogy az egyes jelenségek a felmérés soran hanyszor fordulnak
el6. A statisztikdban alapsokasagnak vagy adatsokasagnak nevezik a vizsgélat targyat
képez6 adatok (egyedek) Osszességét. Ezek tulajdonsagara egy résziik, az igynevezett minta
alapjan kovetkeztetiink. A mintat a sokasagbol altalaban véletlenszertien valasztjuk ki.

Ha egy kisérletet — amelynek az eredménye az, hogy egy A esemény bekovetkezik-e vagy
sem — N-szer megismételiink, és az n koziil k esetben bekovetkezik az A esemény, akkor k-t

az A esemény gyakorisaganak nevezziik. (K n.)
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A gyakorisagot szemléltehetjiik grafikonon is. Egy diagramnak vagy grafikonnak altaldban a
kovetkezoket kell tartalmaznia :

legyen cime,

szerepeljen jelmagyarazat,

legyen neve a koordinatatengelyeknek (az abrazolt adat megnevezése),

legyenek egységek a koordinatatengelyeken.

Ha két, eltér6 elemszamu statisztikai sokasdgot szeretnénk Osszehasonlitani, akkor a
gyakorisdg nem megfeleld6 mutatészam. Példaul az, hogy az egyik osztalybol 10-en, a
masikbol pedig 12-en roplabddznak, nem mond sokat. Kifejezdbb, ha azt mondjuk meg, hogy

az osztaly hanyadrésze (hany szazaléka) roplabdazik.

Definicié: Ha a gyakorisagot elosztjuk a statisztikai sokasag elemszamaval,
akkor a relativ gyakorisagot kapjuk.

A relativ gyakorisagok Osszege 1, ha szazalékos formaban adjuk meg, akkor 100%.

Megjegyzés: A kerekitések miatt ett6l egy kis eltérés lehetséges. (Lasd az 5. és 14. feladatot.)

Mintapéldag
A 2004-ben megrendezésre keriild megyei informatika verseny elsé tizenot helyezettjének a

kozépiskola tipusa szerinti megoszlasat mutatja a kovetkezo tablazat.

9. évfolyam | 10.évfolyam | 11.évfolyam | 12. évfolyam
Gimnazium 4 6 3 5
Szakkozépiskola 11 9 12 10
Osszesen 15 15 15 15

Abrazoljuk az eredményt kiilonbozé diagramokon !

Megoldas:
Ebben az dbrazolasi moédban az adatokat mint téglalapokat jelenitjiik meg. A téglalapok

magassaga aranyos az adat nagysagaval. (A negativ adatokat lehet lefelé rajzolni.)
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Abriazolas oszlopdiagrammal

Megyei informatika verseny helyezettjei

16

14 A

12 |

10 |

8

6

4 4

2

0

9. évfolyam 10.évfolyam 11. évfolyam 12. évfolyam
O Gimnazium @ Szakkdzépiskola
Megyei informatika verseny helyezettjei

14
12
10

8 4

6

4

2

0

9. évfolyam 10.évfolyam 11. évfolyam 12. évfolyam
‘ O Gimnazium @ Szakkozépiskola ‘

Oszlopdiagramok esetében térbeli abrakat is készithetiink:

Megyei informatika verseny helyezettjei

O Gimnazium
W Szakkozépiskola

9. évfolyam  10.évfolyam  11. évfolyam 12. évfolyam
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Abrazolas vonaldiagrammal (grafikonnal)

A vonalas abrazolasi mod hasonlit az oszlopdiagramos modszerhez. Koordinata-rendszerben
abrazoljuk az adatok nagysaganak megfeleld pontokat, majd ezeket egy torottvonallal

Osszekatjiik.

Verseny résztvevoi
14

12 2
[ i
“"x\_\_\\ \

10 H\'/ ®

—4— Gimnazium
—@&— Szakkozepiskola

0 : : t : : | ; + 1 évfolyam

Ezt az adatsort igy abrazolni példaul teljesen értelmetlen, hiszen a 9. és a 10. évfolyam értékei
kozott hidba van vonal, az nem jelent semmit.

Ennek az 4brazoldsi médnak csupéan csak az az elénye, hogy a leolvasast konnyiti. (Pontrél
pontra ,,vezeti a szemet”. Foként akkor alkalmazzak, ha sok diszkrét pont szerepel valamilyen
valtozas vagy egyszeri mérés esetén.) Ezt az abrazolasi mddot leginkabb valamely adat
valtozasanak szemléltetésére hasznaljuk. A vonaldiagram (grafikon) hatranya, hogy folytonos
valtozast érzékeltet, pl. azt, hogy egy kisebb értékrél egy nagyobb értékre folyamatos
novekedéssel jutottunk el. Ez nem feltétleniil igaz, hiszen ha pl. a minden masodik évben
szerzett adatokat abrazoljuk, akkor a kozbensd években az el6zd adatsor ndvekedésétol
fiiggetlentil is bekovetkezhetett relativ csokkenés a korabbi évek eredményéhez képest. Ilyen

diagram a korhazi lazgorbe is.

Mintapélda,

Jatsszunk kockapokert 5 dobokockaval a kovetkezd szabalyok szerint!
Egy par: 2 egyforma+ 1+ 1+ 1szam (pl. 3,4, 5, 1, 3)
Két par: 2 egyforma + 2 egyforma + 1 szdm (pl. 3, 5, 4, 3, 5)
Terc vagy drill: 3 egyforma + 1 + 1 szam (pl. 2, 3, 4, 2, 2)

Sor: 5 egymast kdvetd szam, tetszéleges sorrendben (pl. 2, 3, 1, 4, 5)
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Full:
Poker:
Royal poker:

3 egyforma + 2 egyforma szam (pl. 3, 2, 3, 3, 2)

4 egyforma + 1 szam (pl. 3, 4, 3, 3, 3)

5 egyforma szam

Lehetséges

eredmény

Gyakorisag

Relativ gyakorisag

Egy par

Két par

Terc

Sor

Full

Poker

Royal poker

Melyik esemény bekovetkezése valoszinlibb?

A relativ gyakorisagok szemléltetésére kiillonosen alkalmas a kdrdiagram ¢€s a sdvdiagram.

Abrazolas kordiagrammal, gyiiriidiagrammal

A kordiagram segitségével altalaban a rész ¢és az egész aranyat dbrazoljuk. A teljes kor

jelképezi a 100%-ot, €és az egyes részek aranyat abrazold korcikkhez tartozo kozépponti szog

aranyos a relativ gyakorisaggal.

A gyliriidiagram tulajdonképpen a kordiagram egy részlete.

Mintapélda;,

Abrazoljuk most kordiagramon a 8-as mintapélddban szerepld verseny gimnaziumi részt-

vevéinek évfolyamonkénti relativ gyakorisagat! (Osszesen 18 gimnaziumi tanulérél volt szo.)

9. évfolyam |10.évfolyam [11. évfolyam|12. évfolyam
Gimnazium 4 6 3 5
relativ gyakorisag 2/9 1/3 1/6 5/18
kozépponti sz0g 80° 120° 60° 100°
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Gimnaziumi résztvevdk relativ
gyakorisaga
28%
9. évfolyam
[10.évfolyam
O11. évfolyam
w O12. évfolyam

Abrazolas savdiagrammal

A rész és az egész aranyanak szemléltetésére, azaz a relativ gyakorisadg abrazolasara
hasznéalhatunk savdiagramot is.

A sévdiagramon a rész és az egész viszonya ugyan jol lathato, azonban az egyes részek
egymashoz val6 viszonya nem igazan szemléletes.

Pé¢lda: Informatika verseny gimnaziumi helyezettjeinek megoszlasa évfolyamonként,

savdiagramon:

22 % (9. évfolyam ), 33 % (10. évfolyam), 17 % ( 11. évfolyam), 28% (12. évfolyam).

Feladatok

= 12. Véletlenszertien valasztottunk ki 200 csaladot, és felmértiik, hogy a csalddok hany
szazaléka nézi az altalunk kivalasztott t¢émaju miisorokat a televizidban. A felmérés

eredményét tartalmazza az alabbi tdblazat.

TV miisor Csaladok %-a
Hirado 75
Fokusz 55
Vetélkedok 85
Sorozatok 80
Természetfilmek 50
Torténelmi filmek 35
Romantikus filmek 25

A véletlenszertien kivalasztott 200 csaladban melyik a legkedveltebb és melyik a kevésbé

kedvelt musor?
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A szazalékok alapjan hatdrozd meg a csaladok szamat, és abrazold oszlopdiagramon az
alabbiak szerint: a diagram cime: Televizid miisorok nézettsége. A vizszintes tengelyen a

miisorok neve, a fliggdleges tengelyen pedig a csaladok szama szerepeljen.

— 13. Az alabbi tablazat egy adott évben a magyarorszagi autoértékesités adatait tartalmazza

a legkedveltebb nyolc automarka esetén:

Marka | Suzuki Opel | Renault VW | Peugeot Fiat Ford Skoda

Darab | 32600 | 28300 | 19600 | 15600 | 14000 | 12500 | 11600 9600

Szamitsd ki az egyes markak esetén a relativ gyakorisagot és dbrazold savdiagramon!

= 14. Egy miiveltségi teszt maximalis pontszama 100 pont. A tesztet 35 tanul6 irta meg.
Az eredményeket tartalmazza a kovetkezd tablazat:

Pontszam 0-30 | 31-40 | 41-50 | 51-60 | 61-70 | 71-80 | 81-90 | 91-100
Gyakorisag 6 3 7 5 3 4 3 4

Készits oszlop-, sav- és gyliridiagramot a relativ gyakorisdgbol!

7 15. Egy 30 {6s osztaly tanuldinak lakhely szerinti megoszlasat abrazolja az alabbi

kordiagram.

Egy osztaly tanuléinak lakhely szerinti megoszlasa

‘ @ Debrecen m Hajduszoboszlé o Kaba o Ujfehérté o Ebes ‘

Szogméro felhasznalasaval hatarozd meg a szazalékokat (a relativ gyakorisagokat)!
Szamitsd ki, az osztalybol hany tanul6 lakik az egyes varosokban!

Az adatokbdl készits tablazatot!
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— 16. Az internetes jatékok koziil 6t jatékot valasztottunk ki: sakk, pasziansz, poker, foci,
autoverseny. Megvizsgaltuk, hogy az elmult napon hanyan jatszottak ezeket a

jatékokat, és az eredményeket tartalmazza az aldbbi diagram.

Jatékosok szama

35

30
25

20

15

10

Sakk Pasziansz Poker Foci Autoverseny

Olvasd le az értékeket, és készits beldle tablazatot! Készits kdrdiagramot a relativ

gyakorisagok alapjan!

- 17. Megkérdeztiik egy 40 f6s osztaly tanuloit, hogy melyek a kedvenc ételeik, és a kapott

valaszok alapjan készitettiik el az alabbi savdiagramot.

Lila: pizza, sziirke: hamburger, s6tétzold: mildndi makaréni, vildgoszold: rantott sajt,
sarga: palacsinta, barna: hot dog.

a) Olvasd le a relativ gyakorisagokat!

b) Ezek ismeretében hatarozd meg a gyakorisagokat!

c) A gyakorisagok alapjan készits oszlopdiagramot!

d) Hatarozd meg, hogy melyik a legnépszeriibb étel az osztalyban!
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- 18. Az itt lathato grafikon Gt tizenkettedikes osztaly harom tanévre vonatkoz6 hianyzasi

atlagait (nap/f6) mutatja. Két tablazatot mellékeltiink. Dontsd el, hogy melyik a

grafikonhoz tartozo tablazat!

Ha méar dontottél az egyik tablazat mellett, abrdzold kérdiagramon, hogy az egyes

osztalyoknak mekkora résziik volt a 12. évfolyam hidnyzéasaibol 2003/2004-ben!

@ 2001/2002 m 2002/2003 O 2003/2004

Ev/osztaly 12.a 12.b 12.c 12.d 12.e
2001/2002 15 10 20 7 18
2002/2003 10 15 25 15 10
2003/2004 8 15 22 12 20
Ev/osztaly 12.a 12.b 12.c 12.d 12.e
2001/2002 15 10 20 7 18
2002/2003 10 13 25 10 15
2003/2004 8 15 22 12 20
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Kozépértékek (modusz, median, atlag)

Mintapélda,,

Bergengocia kirdlyanak elloptak a jogarat. A térfigyeld kamerak felvétele
alapjan a lopassal erdsen gyanusithatdé X.Y. nagykoru, foglalkozasat
tekintve udvari bolond. A jogart azonban nem taldltdk a gyanusitott
lakdsan. A kirdlyi renddrség a helyi telefontarsasagtol lekérte X.Y.

telefonvonalardl inditott hivasok listajat. A lista a kdvetkezo volt:

(A 111111 szadm a telefonos €bresztésé.)

222554) 111111 222554 222554
111111] 123456] 111111] 222554
222554 222554 222554 111111
524877 222554 111111 222554
222554 111111 222554 222554

Mit olvashatunk ki ebbdl a tablazatbol?

Mennyiben segit ez a jogar megtalalasaban?

Megoldas:

A hivott szdmok gyakorisagat a kovetkez6 tdblazat mutatja: 111111 6
A legtobbszor eléfordulo adat jellemzi leginkabb ezt a sokasagot. ;;2322 1;
A leggyakrabban hivott szam valdszintileg a tettestarsé lehet. 524877 1

(Igy leleplezddott a szakacs.)

A sokasagot jellemezhetjiik a leggyakrabban eléforduld elemével, ezt moédusznak nevezziik.
Ha tobb olyan elem van, ami egyforma gyakorisaggal fordul eld, akkor ezek a moduszok
halmazat alkotjak. Ha minden elem csak egyszer-kétszer fordul eld a sokasagban, akkor a
moduszok halmazanak megadasadval elég kevés, és viszonylag rosszul kezelhetd

informaciohoz jutunk.

Mintapélda,,

A Galaktikus Elharitas emberszabast robotokat alkalmaz kémnek. Problémat okoz azonban,
hogy a robot intelligenciaja altaldban meghaladja a tarsasdgaban levé emberekét, igy gyorsan
lebukik. Hogyan allitsak be a robot IQ szintjét, ha azt akarjak, hogy a tarsasdgaban levd
embereknek pontosan a fele legyen nala okosabb? A robot most egy konferenciara megy, ahol

a résztvevok 1Q szintje a kovetkezo:

| 124 | 132 | 140 | 125 | 136 | 125 | 120 | 115 | 115 | 132 | 110 | 136 |
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Megoldas:

Allitsuk nagysag szerinti sorrendbe a résztvevok 1Q értékeit, majd vélasszuk ki a kozéps6

adatot!

| 120 | 125 | 115 | 125 | 120 | 224 | 125 | 132 | 132 | 136 | 136 | 140 |

Most — mivel az adatok szama paros — nincs kozépsé adat. Ha a két kozépsoé adat atlagat
vessziik, ugyanannyi lesz a résztvevok kozott a ndla okosabb, mint a butdbb. A robot 1Q-jat

tehat 124,5-re érdemes beallitani.

Bizonyos sokasagokrol elég sokat elarul a sokasag kozépsd értéke (természetesen ez
megkivanja, hogy az adatok rendezhetdek legyenek.) Vagyis rendezziik nagysag szerinti
sorrendbe az adatokat, és valasszuk ki a kdzépsé elemet; ha nincs kozépsd elem, mert paros
szamu adatunk van, akkor a kdzépso két elem szamtani kdzepét vegyiik. Az igy kapott elemet
mediannak nevezziik. A median is viszonylag kevés informécidt hordoz a sokasagrol, hiszen
az elemek sordnak elején és végén a mediantol nagyon eltérd elemek is allhatnak.

A mediadnt csak a sokasag tobbi tagjanak a sorrendje hatdrozza meg, de azok nagysagarél nem

ad képet.

Mintapélda;;

Egy elemeket gyartd cégnél két terméket is eldkészitettek gyartasra. Ugy dontottek, hogy a
két termék koziil azt fogjak valoban gyartani, amelynek az élettartama hosszabb. Mindkét
fajtabol megmérték, hogy 10-10 elem mennyi ideig miikodik egy lampaban, és utana
dontottek. Hogyan lehet Gsszehasonlitani a két termék élettartamat? A mért id6tartamokat

(6rdkban) az alabbi tablazat mutatja. Az adatokbdl grafikont is készitettek.

A elem B elem Elemek élettartama
86 50
97 69 0
32 84
69 66 80
88 70 £ w
B | 0| ==
78 100 )
63 89
80 69 ° elemek
77 74
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Megoldas:
Sem a grafikon, sem a tablazat most nem segit a dontésben.
Erdemes a miikodési idék atlagat (szamtani kozepét) venni.
_  86-97-32-69- 88-97- 78- 63- 80- 77
X5 =

10
_ 50-69-84- 66- 70~ 38- 100- 89- 69- 74
Xg =

10
Az A jelt elemet fogjak tehat gyartani, mert annak az atlagos ¢élettartama nagyobb.

=176,7

=70,9

Ha a sokasag szamokbol all, akkor tobb tajékoztatast kaphatunk a sokasagrol, ha minden
benne szerepld szdmot figyelembe vesziink, tehdt a szdmok Osszegét osztjuk a
darabszdmukkal. Az igy kapott értéket nevezziik a sokasdg aritmetikai atlaganak vagy
szamtani kozepének. Ez azonban megint csaloka lehet: ha van egy, a tobbiekhez képest
nagyon nagy, vagy nagyon kicsi szam a sokasagban, akkor az adatok jelent0s része dontéen

eltérhet az atlagként kapott adattol.

A moduszt, a mediant és az atlagot statisztikai kozépértékeknek nevezzik.

Feladatok

— 19. Valaki megvizsgalta, melyik betii hanyszor szerepel Ady Endre: Ledaval a balban
cimi versében. Az eredményt a vers alatt talalhato tablazat mutatja. (A vers cimét és a

kettds betliket nem vettiik figyelembe.)

Sikolt a zene, tornyosul, omlik
Parfiimés, boldog, forro, ifju para
S a rézsakoszorus ifjak, leanyok
Rettenve néznek egy fekete parra.

,»Kik ezek?” S mi bus csondben belépiink.
Halal-arcunk sotét fatyollal 6vjuk

S hervadt, régi r6zsa-koszoruinkat

A vig teremben néman szerte-szorjuk.

Elhal a zene s a vig teremben

Téli szél zag s elalusznak a langok.
Mi tancba kezdiink és sirva, dideregve
Rebbennek szét a boldog matka-parok.
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a a b c d e é
24 10 9 3 7 35

f g h i i j k
6 9 3 11 3 4 23
1 m n 0 0 0 0
17 7 20 13 5 3 0
p q r s t u u
5 0 23 23 16 7 3
i 11 \4 w X y z
3 0 7 0 0 3 15

- 20.

A tablazat alapjan készits grafikont az aldbbiak szerint:
a vizszintes tengelyen a betiik szerepeljenek,
a fliggdleges tengelyen pedig a gyakorisagok!
Allapitsd, meg milyen statisztikai kozépértékkel lehet jellemezni ezt a sokasagot. Add

is meg ezt a kozépértéket!

Egy 0szalybol kivalasztottunk 20 tanulot. A csoportot megvizsgaltuk nemiik,
lakhelyiik, sziiletési datumuk, testmagassaguk, és hajsziniik szerint. (Az egyszerliség
kedvéért a tanulokat sorszammal azonositjuk.) A tanulok adatai az alabbi
tablazatokban lathatok.

Hatéarozzuk meg az egyes ismérvek gyakorisagat!

Az egyes ismérvek esetében allapitsuk meg a lehetséges ¢és jellemz0 statisztikai

kozepeket!

Tanulo T1 T2
Nem lany lany
Lakhely Debrecen Debrecen
Sz_datum 1989.01.25 1989.01.13
Testmagassag 165 163
Hajszin szOke szOke
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Tanulo T3 T4
Nem lany lany
Lakhely Ebes Kaba

Sz _datum 1989.02.15 1989.03.04
Testmagassag 165 158
Hajszin vOros barna
Tanulo T5 T6
Nem lany lany
Lakhely Kaba Szolnok
Sz _datum 1989.03.05 1989.02.06
Testmagassag 163 161
Hajszin fekete szoke
Tanulo T7 T8
Nem lany lany
Lakhely Debrecen Ebes

Sz _datum 1989.03.15 1989.01.23
Testmagassag 165 163
Hajszin szoke vOros
Tanulo T9 T10
Nem lany lany
Lakhely Szolnok Derecske
Sz _datum 1989.02.25 1989.04.12
Testmagassag 158 161
Hajszin vOros vOros
Tanulo TI1 T12
Nem lany lany
Lakhely Kaba Ebes

Sz _datum 1989.03.14 1989.01.24
Testmagassag 167 158
Hajszin szoke barna
Tanulo T13 T14
Nem lany fia
Lakhely Debrecen Debrecen
Sz _datum 1989.03.30 1989.04.23
Testmagassag 163 168
Hajszin szoke barna
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Tanul6 T15 T16
Nem fia fia
Lakhely Ebes Szolnok
Sz_datum 1989.02.13 1989.03.24
Testmagassag 165 172
Hajszin fekete barna
Tanulo T17 T18
Nem fia fia
Lakhely Derecske Ebes
Sz_datum 1989.01.27 1989.05.14
Testmagassag 172 175
Hajszin barna fekete
Tanulo T19 T20
Nem fia fia
Lakhely Ebes Debrecen
Sz _datum 1989.03.17 1989.05.08
Testmagassag 168 175
Hajszin szOke fekete

77 21. Testnevelésoran felmérés volt tavolugrasbol. A 9.b osztaly tanuloinak eredményei
méterben megadva a kdvetkezok:
1,5; 2,1; 1,6; 2,1; 2,3; 1,6; 1,8; 2,0; 2,1; 1,5; 1,6; 1,6; 1,8; 1,8; 1,9; 2,0; 2,1;
2,2; 1,8; 1,5; 1,6; 2,1; 2,3; 2,0; 1,6; 1,9; 2,2.
a) A kapott eredményeket rendezd névekvd sorrendbe!
b) Készitsd el az eredmények gyakorisagi sorat!
¢) Valaszd ki a rendezett szdmsor medianjat (kdzépso elemét) és ird le, hogyan
jellemzi a sokaséagot!
d) A gyakorisagi sorbdl valaszd ki a méduszt (azt az eredményt, amely a
leggyakrabban fordul el0) és ird le, hogyan jellemzi a sokasagot!
e) Hatarozd meg, hogy hany méter a tanuldk ugrasanak atlaga és ird le, hogyan

jellemzi a sokasagot!

— 22. A nyari egyhetes osztalytabor el6tt felmérjiik, hogy a gyerekek koziil kinek mi a
kedvenc étele. Milyen adattal jellemezhetjiik a kapott adathalmazt?
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77 23. Egy munkahelyen 6sszeirjuk mindenkinek az iskolai végzettségét. Arra a kérdésre
szeretnénk valaszt kapni, hogy ez magasan kvalifikalt emberekbdl allo hely-e vagy

sem. Milyen adattal jellemezhetjiik a kapott adathalmazt?

77 24. Felmérjiik egy budapesti iskolaban, hogy a tanulok melyik kertiletben laknak. Milyen
adattal jellemezhetjiik a kapott adathalmazt?

77 25. Egy kis helység cipokészitd tizemének csak arra van lehetdsége, hogy egyféle méretii

cipdt készitsen. A tulajdonosanak milyen cipdméretet célszert kivalasztania?

— 26. Egy gazdasagi tarsasagnal a dolgozok fizetésére €s 1étszadmara vonatkozé adatokat

tartalmazza a kovetkez6 tablazat.

Dogozok Létszam (f6) Atlagfizetés (ft/f6)
Vezetdk 5 450 000
Adminisztrativ dolgozdk 3 80 000
Alkalmazottak 10 120 000
Takaritok 8 57 000

Hatarozd meg, mennyi a dolgozdk atlagos keresete a tarsasagnal!
Mennyi az atlagfizetések modusza és medianja? Ertelmezd ezeket a statisztikai

jellemzoket!
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Kislexikon

Statisztika : 1. Informaciok valamilyen szempontbdl rendezett 0sszessége.

2. Tomegjelenségek vizsgalatahoz sziikséges modszerek Osszessége.

Leiro statisztika: statisztikai adatok feldolgozésa és kiértékelése.

Statisztikai sokasag: a megfigyelés targyat képezo egyedek dsszessége.

Statisztikai ismérv: a megfigyelés szempontja(i).

Gyakorisag: megmutatja, hogy az egyes jelenségek a felmérés (a kisérlet) soran hanyszor

fordulnak eld.
Relativ gyakorisag: a gyakorisag ¢és a statisztikai sokasadg elemszdmanak hanyadosa.

Moédusz: a sokasag legtobbszor eléforduld eleme. (Ha tobb ilyen elem is van, akkor a

moduszok halmazérol beszéliink.)

Median: a nagysag szerint rendezett sokasag kozépso eleme (ha az elemek szama paratlan),

ill. a két kozEépso elem szamtani kozepe (ha az elemek szama paros).

Atlag: szamokbol 4116 sokasagban a szamok Osszegének és az elemek darabszamanak

hanyadosa.
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A kor szerepe mindennapi életiinkben (olvasmany)

A kor az egyik leggyakoribb és legharmonikusabbnak tartott forma. Kor alaka pénzzel fize-
tiink, kor alaka gytrit, karkotot, lancot visellink, latjuk a virdgok szirmainak elrendezddésé-
ben, kanyarodas kozben sokszor kdriven mozgunk, ruhdinkon is sok kor alaku nyilas van.
Természetes, hogy a korrel kapcsolatos szamitasok az okor 6ta izgattak az embereket. A Hol-

dat, a Napot is korong alakunak lattak az égen.

Tibetben mandaldkat alkottak, hogy példdul a rajtuk elhelyezkedd abrakkal tanitsak a budd-
hizmus tanat, vagy gyogyitsanak, meditaljanak vele. A mandala jelentése: ,,kor”, az Univer-
zumot és annak energidjat szimbolizalja. A kor megtalalhatd az Gsszes vallds szimbolumai

kozott.

Leonardo da Vinci jol ismert grafikdja (4 vitruviuszi férfi) is utal az emberi test felépitésének
¢és a kornek a kapcsolatara. Azt is megtudhatjuk beldle, hogy az ember koriilbeliil olyan ma-

gas, mint a kiterjesztett karjan levo ujjvégek tavolsaga.

A torténetérol (olvasmany)

A kor keriiletének és sugaranak ardnyszamaval sokan foglalkoztak, torténete tobb ezer évre
nyulik vissza. A « jelet 1739 6ta hasznaljuk, Leonhard Euler (1707-1783) javaslatara.

Ertékét a kiilonbozé korokban és kulturakban ily modon becsiilték:

2
a) sumérek, i.e. 4000: 4(%) 3,1605;

J

16'Y
b) egyiptomiak, i. e. 2000: (3) 3,1605;
J

c) Arkhimédész Kr. e. 250-ben a kor keriiletét a korbe irt, illetve koré irt sokszogek

keriiletével kozelitette: kiszamitotta a két 96 oldalt szabalyos sokszog kertiletét, és

eredményiil azt kapta, hogy % << % , azaz 3,1408<n < 3,1429;

d) Ptolemaiosz i. sz. 150-ben: % azaz korilbeliil 3,1417;
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e) Arjabhata hindu matematikus, V1. szazad: a 364 oldalt szabalyos sokszoggel sza-
molva 3,1416-ot kapott;

f) Adrian Metius, X V1. szazad: 393216 oldalu szabalyos sokszoggel szdmolva 9 tize-
des jegyig pontos szamot kapott;.

g) Ludolf van Ceulen, XVI. szdzad, Hollandia: az elsé 35 jegyét hatarozta meg a n-
nek, tiszteletére hivjuk mas néven Ludolf-féle szamnak. Siremlékére végakaratanak

megfelelden felvésték.

Kozelitették még /10 =3,1623 értékével, vagy /2 ++/3 =3,1463 dsszeggel is az id8k folya-
man. Napjaink szamitogépes technikai hatterével 16 millid jegyig szamitottak ki az értékét.
Erdekes megjegyezni, hogy a m-nek nincs pontos értéke: irraciondlis szam, sét nem jon ki
semmilyen algebrai egyenlet gyokeként (transzcendens szam). Szamjegyeinek memorizalasa-
ra ugynevezett ,,t verseket” irtak (a szavak betliinek szdma adta a szamjegyeket).

(A m értékét jo pontossaggal kozelithetjiik hatvanysorokkal, vagy statisztikai eszkozokkel is.)

Hatszogek beleirasaval és koré irasaval mi is kiszdmithatjuk m kozelito értékét:

A beleirt hatszog oldalai: r, kertilete: 6r.

A koré irt hatszog egy kozponti szabalyos haromszdgének ma-

, , 3, 2
gassaga 1, oldalara » = xT ,igy x=—4=-7.

NG

A koré irt hatszog keriilete 6x = 12 r=6,9282-r.

NE)

Igy a keriiletre 67 < K < 6,9282r adodik. Mivel K =2r2 .7
értékére kapott kozelités:
3<n <3,4641.
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I. A kor teriilete, keriilete

A jol ismert képletek szerint: A kor kerllete: K =2rz

A kor terllete: T=r*7

Mintapélda,
Kor alaku asztallapot akarunk késziteni butorlapbol ugy, hogy a szélére ¢€lfoliat ragasztunk.
A lapszabaszatban csak négyzet alakt lapot tudnak levagni, a kor alakot otthon kell elkészite-
ni dekopirfiirésszel.
a) Mennyi ¢lfoliat kell vasarolni, ha azt csak egész méterben aruljak?
b) Mennyi az anyagkoltség (a butorlap és az ¢élfdlia ara egyiitt), ha az asztal atmérdje
2,7 méter, egy m” biitorlap ara 2700 Ft és egy méter élfolia 40 forintba keriil?
c) A levagatott butorlap hany szazaléka szemét?
Megoldas:
Egy 2,7x2,7 méteres négyzetet kell levagatni, ami 2,7% = 7,29 (m?).
A butorlap koltsége 7,29 - 2700 =19683 Ft.

Az ¢lfolia hossza a kor kertiletének egészre felkerekitett értékébdl szamithato:

K =d-n =8,48 (m), felkerekitve 9m, aminek a koltsége 9 - 40 =360 Ft.

Az 0sszes koltség tehat 19683 - 360 =20043 Ft.

A hulladék aranyat ugy kapjuk, hogy a folosleg teriiletét elosztjuk a négyzet teriiletével.

A f6losleg a négyzet és a kor teriiletének kiilonbsége.

2 2
A kor tertilete (%) .7 =5,72 (m?), igy a hulladék aranya % =0,215 , vagyis
) 9

21,5 % a hulladék.
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Mintapélda,
Szamitsuk ki, mennyi a fekete, a piros €s a bor-
do korok tertileteinek Osszege! A kisebb korok
2 cm atmérojiek.
Megoldas:
A sugarak: 1 cm és 2 cm, a négyzetek ol-
dalhosszai 2 cm és 4 cm.

Fekete: 3 kis kor, és egy négyzet korbol

kimarado része:
T,=31"-7+2"-1"-7=2-1"-7+2*=10,28 (cm?).
Piros: a kis piros korok és a mellettiik taldlhatod piros négyzetdarabok egymasba illenek,

igy a piros esetében két négyzet és egy nagy kor 0sszegét kell szamitani:
T,=2-2"+2% 7 =2056 (cm).

Bordo: egy kis négyzet és két nagy négyzet koron kiviili része:

T, =2 +2(4>=2°7)=10,88 (cm?).

Feladatok

= 1. Mekkora annak a kornek a sugara, amelynek keriilete

a) 628 cm; b) 100 cm; c) 893 m; d) 75 dm?

— 2. Mekkora a kor keriilete, ha teriilete

a) 200 cm’; b) 2,85 dm’; ¢) 300 m*; d) 0,256 m*?

— 3. Mekkora oldala négyzet irhatd abba a korbe, amelynek tertilete

a) 25 m%; b) 130 cm’; c) 345 m’; d) 0,43 m*?

— 4. Szamitsd ki a félkorokkel lezart téglalap alaki idom hianyzé adatait!

T jelenti az egész alak teriiletét, K az egész kertiletét.

K T d s | / L
a) 5cm | 15cm | | d
b) 300 cm® | 10 cm
c) | 170 m 25 m N | o
d) [400m 100 m 5
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T 5. Egy motoros 90 m sugaru, félkor alaka Gton halad. Mennyi id6 alatt teszi meg a félkort,

ha sebessége a) 8 km/h; b) 20 km/h; ¢) 80 km/h; d) 120 km/h?

T 6. Szamitsd ki a szinezett részek teriiletét és keriiletét (@ = 30 mm)!

a) b) c) d)

T 7. Szamitsd ki a szinezett részek teriiletét és keriiletét (@ = 2,4 cm)!

a) b) C)

ﬁ.r

V-

d) e)
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T 8. Hany széazaléka a szinezett rész teriilete az egész (félkor, illetve haromszog) teriileté-

nek?

a) b) c)

d) €)

77 9. a) Bizonyitsd be, hogy a piros félkorok teriileteinek dsszege

megegyezik a kék félkor tertiletével!

b) Hippokratész holdacskai: bizonyitsd be, hogy a piros hol-
dacskék teriileteinek Osszege megegyezik a derékszogli ha-

romszog teriiletével!

¢) Bizonyitsd be, hogy a piros holdacskak teriileteinek Gsszege

megegyezik a négyzet teriiletével!
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d) Bizonyitsd be, hogy a narancs ¢€s a kék rész teriilete
egyenld! Azt is igazold, hogy a zold rész teriilete egyenld

a négyzet teriiletének negyedével!

7 10. Szamitsd ki © kozelitd értékét ugy, hogy a kor koré illetve a korbe /,//:,T“ij\
irhat6 négyzetet hasznalod! 4 // \

T 11. Az épitészetben gyakoriak az alabbi ablakformék, diszité motivumok. Szamitsd ki a
keriiletiiket €s a teriiletiiket a feltiintetett adatok alapjan! A keriiletbe minden hatdrolo

vonal beleszamit.

28 cm

40 cm 2,6 m

30 em 30 e 30 cm

T 12. Szamitsd ki, hogy a szabalyos haromszog beleirt korén kiviil es6 részének teriilete

hany szazaléka a szabalyos haromszog teriiletének!
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D 13. Az ABCD ¢és az EFGH négyzet kozitt a kék vagya D, @

piros részek teriiletosszege nagyobb? Ha segit, AB

szakasz hossza 120 cm.

A B

T 14. Egy pizzéria kétféle kerek pizzat szolgal fel: mindkettd ugyanolyan vastag, de mas
méretli. A kisebbik 30 cm atmérdjii és 30 tallérba keriil. A nagyobbik 40 cm atmérdji
¢s 40 tallérba keriil. Melyik pizza éri meg jobban? Valaszodat indokold!

7 15. A didkoknak kiilonb6zd atmérojii, kor alaka eziistérméket kell tervezniiik, melyek
egyiitt sorozatot alkotnak:
valamennyi érme atmérdje 15—45 mm;
mindegyik érménél 30%-kal nagyobb atmérdjii a sorozatban utana kovetkezo;
a gép csak egész szamu milliméter atmérdjii érméket tud verni.
Tervezz érmesorozatot, amely megfelel a fent leirt kovetelményeknek! Egy 15 mm-es
atmérdjii érmével kezdd, sorozatod annyi érmét tartalmazzon, amennyi csak lehetsé-

ges!

T7 16. Egyetlen egyenes vonallal felezd meg a szinezett rész teriiletét!
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T 17. Ahhoz, hogy mobiltelefonjainkat hasznalni tudjuk, sziikség van arra, hogy a telefonja-
inkrol kimend €s az azon fogadott jeleket antenndk, ugynevezett bazisallomasok tovabbitsak.
Minden ilyen telepitett bazisallomas egy meghatarozott sugarti korben képes hivasokat fogad-
ni és tovabbitani. Azt a teriiletet, amely a bazis-

allomésok hatosugaraba esik, lefedett tertilet- — |efedetlen teriilet
nek nevezzik, csak ilyen teriileten tudunk mo- - :
bilhivasokat folytatni. Az alabbi abran egy pél- o T lefedettterlet

da lathato a lefedettségre. i :
bazisallomas

a) Egy négyzet alakt, 2 km-es oldalu teriiletnek legfeljebb hanyad részét fedheti le 1 da-
rab 1 km hatosugart bazisallomas? Ugy dolgozz, hogy szdmitasod nyomon kovethetd

legyen!
A

b) A kovetkezd abrak ugyanannak a teriiletnek (négyzet)

kétfele lefedését mutatjadk. Az A vagy a B esetben na-
gyobb a lefedettség? Valaszodat indokold!

o\ 18. A jaték kezdetén a biliardgolyokat egymas = A
A )
mellett, egy szabalyos haromszog alaku ke- f,{,f.‘:\i__/,-ilg\_
. * N
retbe kell elhelyezni. Lemértiik a keret ma- f;./)-\.\. ,/._,/:E\. A\
sgat. Mekkora egy bilidrdgoly6 sugara?  A__A_A_N 35,7 cm
gassagat. Mekkora egy biliardgolyo sugara? Vs 1 ,,,,, N\
A \ N
A Y Y

‘x\'\._./_““;....._/lf.\._._-z.':_\_\_m;././ \_\-:._.//f —v
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Il. Szo6gperc, szogmasodperc

A szogeket eddig fokban mértiik. A részfokokat vagy szogpercben és szogmasodpercben
fejeztiik ki, vagy tized fokban. Az jabb szamologépek kozvetleniil elvégzik az atvaltast a
tizedfok és a szogperc kozott: egyes gépeken DMS (degree, minute, second angol szavakbol),
mas gépeken felirata billentytivel, kezelését meg kell tanulni. Gyakorolni kell az atvaltast

akkor is, ha szamoldgépet nem hasznalhatunk.

Mintapélda;

a) Hatarozd meg, mennyi a 0,25 szdgpercben!

1°=60" /0,25

0,25° = 10,2560’ =15’

l A szdgpercet ugy kapjuk, hogy a tizedfokot megszorozzuk 60-nal. I

b) Valtsd at a 25 -et fokba!

l A tizedfokot ugy kapjuk, hogy a szogpercet elosztjuk 60-nal. l

Feladatok

= 19. Végezd el a kovetkezo atvaltasokat:

a) 30 b)2 15 c)21 45 d)1 12 e)2 6

)72 33 g) 61 25 h) 55 42 i) 87 55 j)42 27
= 20. Végezd el a kovetkezd atvaltasokat:

a) 4,4 b) 85,5 c) 18,9 d) 6,8 e) 23,75

f) 4,04 g) 21,87 h) 68,13 1) 72,68 j) 44,12
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Ill. Egyenes aranyossagok a korben

Talan mar feltlint, hogy a negyed kér ¢€s a félkor kozott felirhatd néhany kapcsolat:
» a félkor kdzépponti szoge (180°) kétszerese a negyed kor kdzépponti szogének (90°);
» a félkor ivhossza kétszerese a negyed kor ivhosszanak;

» a felkor teriilete kétszerese a negyed kor teriiletének.

Ezek az 6sszefiiggések nemcsak a derékszog €s az egyenesszog kapcsolataban taldlhatok meg.
Ha a kort egy foknyi szeletekre bontjuk, kideriil, miért talalhatd egyenes aranyossag a kozép-
ponti szogek, az ivek és a korcikk teriileteinek ardnyédban: az 1°-os korcikket tobbszor egymas

mellé mérve a kozépponti szog is, a koriv is és a teriilet is megtobbszorozodik.

A kovetkez0 abra egy 43 mm sugaru, 26° kdzépponti sz0ghoz tartozo korcikk teriiletének és
ivhosszanak kiszdmitasat mutatja.

4w . 243-n

r=43 mm I* <0 To=—3z5-s =360

_azng s BECRCTW el T i R SRR
T 26° > Tye= T"26="3¢5 "26; =i 26= =355 26

Ti- az 1°-hoz tartozé korcikk teriiletét jeloli. A 26° kdzépponti szogl korcikket felbonthatjuk
26 darab, 1°-os kozépponti szdgli korcikkre, és ezek tertlileteit dsszegezziik. Az ivhossz ki-

szamitasa hasonléan torténik. A szamitott értékek: T, =419,5mm’, i, =19,5mm.

A koriv hossza is, a korcikk terulete is egyenesen aranyos a kozépponti szoggel.
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-
Az °-hoz tartozo koriv hosszat ugy hatarozzuk meg, hogy az 1°-hoz tartozé koriv

hosszat measzorozzuk -val.

-
Az °-hoz tartozé kocikk teruletét ugy hatarozzuk meg, hogy az 1°-hoz tartozé

korcikk teruletét measzorozzuk -val.

7

A korcikk teriiletét kiszamithatjuk a 7 = % sszefiiggéssel is.

Mintapélda,
Geom bolyg6 lakosai a kor iranti tiszteletiik jeléiil 360 napos évet haszndlnak. Naptaruk is
olyan kor, amelyet fokonként osztottak be 360 egyenld korcikkre. Févarosuk fOterén oOrias-
naptar talalhat6 2,5 méteres sugarral, amelyen minden korcikk kiilonb6z6 szinti. Szamitsuk ki,
hogy mennyi festék kell egy korcikkre, és mekkora egy korcikket szegélyezd koriv hossza!
A festék kiadossaga 8 1/m?.
Megoldas:

A korcikkek kdzépponti szoge 1 . Az ehhez tartoz6 korcikk teriilete a kor teriiletének

2
360-ad része, vagyis "% A kéreikk korivének hossza a kor keriiletének 360-ad része,

mi 2ﬂ -7 . A példaban r = 2,5 m, ezért a korcikk teriilete 0,0545 m2, a koriv hosz-

360 180

sza 0,044 méter, illetve 4,4 cm. A sziikséges festék 1 m? feliilethez % liter, 0,055 m’-

hez ennek 0,0545-szordse: 0,0068 liter = 6,8 cm’.
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Feladatok

7 21. Mekkora korcikk és koriv tartozik ahhoz a 4 cm-es sugar korcikkhez, melynek ko-

zépponti szdge a teljesszog 35 %-a?

= 22. Toltsd ki a kovetkezd tablazat hianyz6 cellit!

r Scm | 152 mm 10cm | 35dm

o 200° 85° 150° 300°

i 600 mm 10 cm 108 dm 11,775mm
T 100 cm® | 20 cm® 35cm’ | 29,4 mm’

77 23. Korcikk alaka asztallapot készitiink gy, hogy egy 90°-os korcikk hianyzik a teljes
korbdl. Szamitsd ki az anyagkoltséget, ha az asztal sugara 1,6 méter, a keriiletére ra-
gaszthatd bevoné szalag métere 400 Ft, és az asztallap anyagabol 1m*-nyi 3200 Ft-ba

kerul!

7 24. Melyik a nagyobb? Tedd ki a megfeleld relacidjeleket (T a korcikk teriilete, i a kor-

cikk teljes keriilete)!

a) A: 30 cm sugart korben 65°-os korcikk
B: 20 cm sugart korben 150°-o0s korcikk .
) INE

b) A: 150 dm sugara kérben 200°-o0s korcikk

B: 200 dm sugart korben 135°-os korcikk

25. Egy 5 cm sugart korben a korcikk teriilete a kor teriiletének 45%-a. Szamitsd ki a ko-

zépponti szoget, a korcikk teriiletét, és a hatarolo iv hosszat!
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IV. lIvmérték, radian

Mivel a kdzépponti sz0g egyenesen aranyos a koriv hosszaval, a szogeket korivvel is jelle-
mezhetjiik. Ezt a mértéket ivmértéknek, radiannak nevezziik.

A miiszaki életben sokszor nem fokokban szdmolnak, hanem radianban. Ha a szdget fokok-
ban mérjiik, a teljes szog 360°. fvmértékkel mérve a teljes szog 27 radian (a radiant nem szok-

tuk kiirni). Vagyis 180°-nak megfelel 7 radian:

180°

180°=7 (rad); ° :I% (rad) 1 (rad)=—— ~57.3°.

A 180-nak rengeteg osztoja van, €s ez segitséget nyujt az atszamitashoz. Példaul 30° éppen a

hatoda 180°-nak, igy m-nek is: 30° =% . 150° a 30°-nak 6tszorose, ezért 150° = S?ﬂ, vagy

%7[ formaban szoktuk felirni. Mivel z irracionalis, a legpontosabb szogértéket akkor adhat-

[e]

juk meg, ha meghagyjuk a szogben a 7 szimbolumot. A pontosabb, mint az 1 radidnhoz

n

tartozo 57,3°.

i=r-a

Mit gondolsz, melyik a régebbi mértékegység, a radian vagy a fok? A szdgek ivhosszal
torténd mérése Roger Cotes (1682—1716, angol fizikus €s csillagasz) 6tlete volt 1714-ben,
de a radian kifejezés James Thomson (1822-1892, ir mérndk és fizikus) nevéhez flizodik:
0 hasznalta el6szor nyomtatasban, 1873-ban. A kor 360 egységre osztasa tobb mint ha-

romezer éves talalmany, a babiloniaknal jelent meg, még az ékirasos idékben.
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Felmertilhet, hogy miért hivjak ivmértéknek ezt a szog-mértékegységet. Azért, mert ha radi-

anban adjuk meg a szdgeket, a koriv hosszat az i=r-a szorzattal szamithatjuk ki.

Fok Koriv hossza Korf:lkk
tertilete
Egész kor 360° 2rn r’n
2 2
Félkr 180° I rr
2 2
2 2
Negyed kor 90° gr I rr
4 2 4
2 2
Egy fok 1° IR IR rr
360 180 360
a fokos sz0 o i 7 o T r'z o
7 = —_ = 8
& 180 360
r’a
o radian a i=ra T= 5
Feladatok

— 26. Alakitsd at a fokokat radianna!

a) 180 ; b) 90 ; c) 60 ; d) 45 ;
e) 120 ; ) 240 ; g) 135 ; h) 270 ;
1) 40 ; 170 ; k) 35 ; )72 ;
m) 220 ; n) 1000 ; 0) 300 ; p) 1200 .

= 27. Szamitsd at a radianokat fokokka!

7 5n Tn
a) 3z ; b) —; c) —; d —;
) )12 ) 12 ) 9
4z Sn &7 117
€) > —; - h) —;
)15 f) 6 & 3 ) 10

1) 2 rad,; j)3,56rad; k) 10 rad; 1) 8,12 rad.
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V. A kor részeinek teriilete

Az el6z6 részben volt mar szé a korcikkrol, de a kor mas részeivel is megismerkediink.

A kovetkezo abrak ezek gyakorlati felhasznalasabol mutatnak példakat.

A hétkdznapi életben sok helyen alkalmazzak a kor részeit:
a gumi- €s betongytirtik, csovek keresztmetszete korgytiri alaku;
a korgytricikket az épitészetben: a megfelelden faragott kovekbdl dsszeallitott bol-
tozat akar kotéanyag nélkiil is megtart falakat (példaul korai gotikus éptiletekben), hi-
dakat, fodémeket.
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Elnevezések

A kor részeivel kapcsolatban az alabbi elnevezéseket hasznaljuk:

korgydrt

kozépponti szog (o ) korgytirticikk
korcikk korcikk i

korszelet
korszelet
korgytrii
korgytriicikk

Teriiletiiket altaldban teriiletek kivonasaval szamitjuk ki:
Théromszég': Tkérszelet
N

ir l l
Lisreine = 7 Tkorszelet = Tkorcikk — Tharomszog

R'.‘

<4 = >

R,
< >

Tworgyira = (R22 - Rlz)ﬂ
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Mintapélda;

Rajzolj egy 8 cm sugart kort! Becsiild meg a négy-
zetracsok segitségével, hogy mekkora teriiletli kor-
cikk tartozik 1 radian kozépponti sz6ghdz? Mérd le a

korcikket hatarold koriv hosszat is (példaul cérna-

val)! Végezz szamitasokat is, utdna vizsgald meg,
hany szazalékos volt az eltérés a becsiilt és a mért

adatok kozott!

Megoldas:

1 radianhoz tartozo korcikk tertilete a teljes kor teriiletének 2 -ed része:

2 2
rmw r

5 = > =32 cm’. Egy négyzetricsban egy kis négyzet teriilete 0,5% = 0,25 cm?,
Nl

vagyis 32 =128 kis négyzet az eredmény.

Ha példéul 98 kis négyzetet szdmoltal meg, az eltérés 30 kis négyzet, ami

30 100 =23,4% eltérés (hiba).
128

A koriv hossza a teljes kor keriiletének 2 -ed része: 22ﬂ =r=8cm.
n

Ha 7,6 cm-t mértél, a hiba az eltérés/j6 eredmény, szazalékban kifejezve képlet szerint

8- 7’6-100:5%.

Feladatok

77 28. Egy miianyagcsd kiilsé atmérdje % coll, az anyagvastagsag 1,5 mm (1 coll = 2,45 cm.).
A cs0 keresztmetszetén a belsd kor teriiletének hany szazaléka a miianyagot tartalma-

706 korgytir(i teriilete?

7 29. Adott a kdrgytirli bels6 () és kiilsd (R) sugara. Mekkora a korgy(r(i teriilete?
a)r=45mm,R=50mm; b)r=72cm;R=78 cm; c)r=6cm; R=6,4 cm.
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= 30. Egy 30 c¢m kiils6 atmérdjli cs6 keresztmetszetének 7 %-a a csd anyaga. Mekkora az

anyagvastagsag?

T 31. Egy 50 cm kiils6 atmérdjli cs6é keresztmetszetének 18%-a a c¢sd anyaga. Mekkora a

belso keresztmetszet teriilete?

32. A planetarium korfolyosdjat le kell burkolni. A burkol6 az e
abran lathat6 tdvolsagot mérte le. Miért elegendd ez az adat a :
burkolat anyagmennyiségének meghatarozasdhoz? Mennyibe
keriil a burkolas, ha a burkol6 anyaggal egyiitt 2600 Ft-ot kér

1 m? burkolatért?

AN

33. Biztos lattal mar olyan vadnyugati filmeket, amelyben postakocsi szerepel, és észrevet-
ted, hogy néha allni latszik a kocsi kiillos kereke. Ez azért van, mert masodpercenként
24 képet vetitenek a filmen, és ennyi id6 alatt fordul egy kiillényit a kerék. Mekkora
annak a postakocsinak a sebessége, amelyiknek a kereke 120 cm atmérdju, a kerék
allni latszik, és a kiillok szama

a) 10; b) 12; c) 16; d) 8.
Mintapéldag

Szamitsuk ki a — radidnt kdzépponti szoghoz tartozd korszelet teriiletét és kertiletét, ha a

kor sugara 30 cm!
Megoldas:

2% a 120°-os szdgnek felel meg (harmad kor), igy készitiink egy abrat.

T A korszelet teriiletét ugy szamoljuk ki, hogy kivonjuk a korcikk teriile-
TN tébdl a kozépen levo haromszog teriiletét. A haromszog kiegészithetd
~ - 2
602 < a oldall szabalyos haromszoggé, aminek a teriilete a’-V3 .

60° N

=942 -390 =552 cm>.

2 2
I’g}’ a korszelete terilete: 7 = rer.r 4\/5
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A keriilete a kor kertiletének harmada, hozzdadva kétszer a szabalyos haromszog

2-r-1 \/g
3

+2-r-7=62,8+51,96=114,8cm.

magassagat: K =

Ismétlés: az a oldalu szabalyos haromszog terllete

a’ 3
R,

=7 34. Egy kor sugara 25 cm. Szamitsuk ki a kovetkezd kozépponti szogekhez tartozo korsze-
letek tertiletét:

a) 60°; m%; @%g d) 240°.

T 35. Mekkora a szinezett rész teriilete?

a)

16 cm
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VI. A kor érintdje

Mintapélda;,

Végezziik el a kdvetkez0 szerkesztéseket, és az eredmény alapjan valaszoljunk a kérdésekre!
1. Szerkessziink derékszogli haromszoget, melynek befogoi: AC =3 cm és BC =4 cm!
2. Tikrozziik a haromszoget az AB atfogora!
3. Szerkesszilik meg a haromszog koré irhato & kort! Kozéppontjat jeloljiik F-fel.
4. Szerkessziik meg az 4 kdzépponta, AC sugart k; kort!

a) Mi a kapcsolat a k; kor és a BC egyenese kozott?

b) Mit mondhatunk BC és BD hosszarol?

¢) Milyen 0sszefiiggést allapithatunk meg a kor érintdje €s sugara kozott?

Megoldas:
a) BC a k; kor érintdje.
b) Egyenlok, mert az ABC és az ABD

haromszogek egybevagok.

(BC) az érintési pontban (C).

€
3 N
¢) A sugar (AC) merdleges az érintdre A B
y

%/p

[A kor érintdje merdleges az érintési ponthoz tartozé sugarra.

Egy kérhdz egy kilsé pontbdl huzott érintészakaszok hossza egyenlé.

Thalész-tétel megforditasa: a derékszdgl haromszdg koré irhatd kor kozép-

pontja épp az atfogo felezépontja.
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Mintapéldas
Vegyiink fel egy C a kdzépponta kort és rajta kiviil egy P pontot! Szerkessziik meg a korhoz a
P pontbdl huzott érintdket!

Megoldas:

A CP szakasz Thalész-korén (krqes.) helyezkednek el azok a pontok, amelyek a C és P
pontokkal derékszogli haromszoget alkotnak. Mivel az érintd merdleges a sugarra az
érintési pontban, az adott kor és a Thalész-kor metszéspontjai (4 és B) az érintési pon-

tok.

Feladatok

T 36. A k korhoz P kiilsé pontbol hizott f
érintok 4 és B pontokban érintik a '”'
kort az abran lathatd moédon. Egy to- ;
vabbi érintd egyenes a C és D pon- |
tokban metszi a szOgszarakat. Iga-
zold, hogy a PCD haromszog keriile- ( T
te egyenld a PA szakasz hosszanak

kétszeresével!
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=7 37. a és b a derékszogli haromszog befogoi, ¢ az atfogo, r a koré irt kor sugara. Toltsd ki a

tablazat hianyzo cellait!

15 cm

12 dm

32,7 dm

20 cm

13,4 cm

54 cm

3m

5,8 dm

589 cm

N0 |ITR

32 cm

77 38. C a kor kozéppontja, P egy kiils6 pont, és E a P-bdl a korhoz hiizhat6 érintd érintési

pontja. Készits rajzot, és toltsd ki a tablazat hianyzoé cellait!

cpP 4,1 dm 149 cm 61 cm 5,3 dm
EP | 12cm 6 dm
r 5cm 0,4 m 5,8 dm 45 cm

=7 39, Szerkeszd meg a C kozéppontu, r sugart korhoéz hiizhato érintéket P pontbol, ha

a)r=4cm, CP =8 cm; b)yr=25cm,CP=7cm; c¢)r=5cm, CP=7cm.

N

Wi

i) 40. Ebbe a derékszogli trapézba kor irhatd. Milyen kapcsolat van |

a szemben fekvo oldalak 6sszege kozott? Mekkora a beleir-
hat6 kor sugara, ha az alapok hossza 4 és 12, a nem derék-

szOgl szar hossza 10 egység?

Tovabbi szerkesztések

T 41. Kéracsos ablak. Ezt a rozetta alakot 1210 koriil tervezte Jean d’Orbais a Reimsben

talalhato székesegyhdzban, és innen terjedt el Eurdpa szerte.
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T 42. Szabalyos sokszogek (négyzet, szabalyos hatszdg,

szabalyos nyolcsz0g) szerkesztése.

T 43. Roman-kori ablak szerkesztése.

,®\ w\

T 44. Gotikus ablak szerkesztése.
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Kislexikon

A kor keriilete K = 2r7 , a kor teriilete 7 = r’z

A szogpercet gy kapjuk tizedfokbol, hogy a tizedfokot megszorozzuk 60-nal.
A tizedfokot ugy kapjuk szogpercbdl, hogy a szogpercet elosztjuk 60-nal.

A koriv hossza és a korcikk teriilete egyenesen aranyos a kdozépponti szoggel.

A fokhoz tartozo korcikk teriiletét ugy hatarozzuk meg, hogy az 1 -hoz tartoz6 korcikk

i-r
teriiletét megszorozzuk -val. A korcikk teriiletét kiszdmithatjuk a 1" = 7 képlettel is.

A fokhoz tartozo koriv hosszat gy hatdrozzuk meg, hogy az 1 -hoz tartozo6 korivet meg-

szorozzuk -val.
A kor érintdje merdleges az érintési ponthoz tartozo sugarra.
Egy korhoz egy kiilsé pontbdl huzott érintdszakaszok hossza egyenld.

Thalész-tétel megforditasa: a derékszogli haromszog koré irhatd kor kozéppontja épp az

atfogo felez6pontja.





