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A modul célja A Bolyai-geometria legelemibb fogalmainak ismertetése dsszehasonlitva a sikgeometria és a gdbmbi geometria
megfeleld fogalmaival
Idokeret 4 foglalkozas

Ajanlott korosztaly 15-16 évesek (10. osztaly)

Modulkapcsolodasi Tagabb kornyezetben: egyetemes és magyar tudomanytorténet, a modern természet- és tarsadalomtudomanyok
pontok szemléletmodja

Sziikebb kornyezetben: sikgeometria, gdmbi geometria, foldrajz, fizika

Ajéanlott megeldz6 tevékenységek: tanoran a sikgeometria €s a gdmbi geometria alapfogalmainak elsajatitadsa (a mo-
dul nagyon roviden dsszefoglalja ezekrdl a teriiletekrdl is a sziikséges tudnivaldkat)

Szamolas, szamlalas

A kr 4 f 'l t’ e, e 4
cpessegicjleszics Mennyiségi kovetkeztetés,

fokuszai ; ‘.
Becslés, mérés
Szdveges feladat megoldasa, probléma megoldas, metakognicio
Rendszerezés, kombinativitas

AJANLAS

A Bolyai-geometria nagyon sok ember szdmara misztikus csodavilag, amelybe a nem-megszallott nem-matematikus sohasem teheti be a 1abat.
Szamos pedagogus is idegenkedve, bizalmatlanul kozelit ehhez a témakorhdz. Ez a modul arra tesz kisérletet, hogy az alapfogalmakat elérhetd,
emberi kozelségbe hozza.

Az anyag lényegében annak az egydrds elOadasnak tapasztalataira épiil, amelyet tobb ¢év oOta tartok a témarol kiallitasokon, iskolai
rendezvényeken, a legkiilonfélébb koru és eloképzettségli kozonség szamara. Semmiképpen sem szeretném a téma irant érdekl6dé pedagogus

crer

és célravezetOnek talaltam.

Nevetséges lenne azt allitani, hogy négy foglalkozas alatt az anyag mélységérdl és szépségérdl atfogd képet adhatunk didkjainknak. Amit
elérhetiink, annyi, hogy a Bolyai-geometria nem lesz félelmetes, a jozan észnek ellentmondd tudomanyteriilet, amely csak kisebbrendiiségi
érzéseket sziilhet, és szellemi képességeink hataraira figyelmeztet. Ellenkezdleg, a tanulok tigy érezhetik, hogy megtudtak valamit egy szokatlan,
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de szamukra sem ¢ésszertitlen elméletrdl, és barmikor tovabb haladhatnak, ha kedviik és idejiik engedi. Olyan iizenet ez, amit azoknak is érdemes
magukkal vinni az iskolai matematikabol, akiknek palyaja nem kapcsolodik szorosan ehhez a tudoméanyhoz.

Elsédleges célom a gyakorld pedagdgus meggydzése arrdl, hogy tanithatd, tanulhatod és élvezhetd témarol van sz6 — az emberi gondolkozas és
ezen beliil a magyar tudomény torténetének egyik legbatrabb ¢és legértékesebb alkotasarol, amely megvaltoztatta a vilagrol, és benne sajat
szerepiinkrdl és feladatunkrol, alkotott képiinket.

TAMOGATO RENDSZER

Makara Agnes, Lénart Istvan: Segédanyag az dsszehasonlitd geometria tanitasahoz (SuliNova adatbank, hattértanulmany)
Kalman Attila: Nem-euklideszi geometriak elemei (Tankonyvkiado, 1989.)

http://www.bolyaitestamentum.hu/?m=18#lenart” (révid, képeskonyv-szerii osszefoglalas)

Horvath Jend: Sztereografikus projekcio és alkalmazasai (ELTE Abrazolo és Projektiv Geometriai Tanszék. Budapest, 1980.)
Vigassy Lajos: Projektiv geometria. Kozépiskolai szakkori flizetek. (Tankonyvkiado, 1970.)

Szo6kefalvi-Nagy Béla: Komplex fliggvénytan (Egyetemi jegyzet)

ERTEKELES

Ebben a modulban a rutinfeladatok sorozatinak megolddsa legtobbszor érdektelen, néhany esetben pedig vagy rendkiviil nehéz, vagy az
ismertetett modszerekkel és eszkozokkel megoldhatatlan. Nem is ez a célunk.

A gondolkozas batorsagat, a sémaktol vald elszakadas képességét jutalmazzuk. Dicséretes €és Orvendetes, ha az ujfajta geometridk
tanulmanyozasa Gtletet ad a tanuloknak az euklideszi sikgeometria mélyebb megértéséhez, €s ilyen kérdéseket vetnek fel:

Milyen kiilonleges tulajdonsagai vannak a sik egyenesének a tobbi, sikbeli vonalhoz képest?

Milyen tételek kovetkeznek abbdl, hogy a sikon pontosan egy parhuzamos egyenest huzhatunk adott egyeneshez adott, kiilsé ponton 4t?
Jutalmazzuk azoknak a csoportoknak a tagjait, akar kollektiven is, ahol érdekes, szinvonalas, valodi vita alakul ki egy-egy probléméaval
kapcsolatban. Nagyon pozitiv, ha valaki egy, elsd pillantasra képtelennek gondolt Gtletet folvet, és — akar glinyos megjegyzések ellenére is —
megprobalja tovabbvinni. Ez a viselkedés még akkor is értékelendd, ha a szoban forgd otlet végiil nem bizonyul helyesnek, de az indoklas, az
érvek logikus és bator gondolkozasra vallanak. A Tanul6i munkafiizet feladatainak megoldésa soran is elsdsorban ezt a viselkedést értékeljiik.

*2007. augusztusaban elérhet6 a honlap
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MODULVAZLAT

Lépések,
tevékenységek

ik és gomb

1 | A sikgeometria és a gdmbi geometria pontjai

¢és egyenesei

lalasa a tanarok szamara

i-geometria pontjai és eg

1 | A Bolyai-geometria félgombmodellje, pontok

¢s egyenesek a félgombmodellen

belso szo

. Szabalyos haromszog

1. | Szabalyos haromszdg sz0gdsszege a harom
geometriaban. Melyik geometriat hasznaljuk?

(S

Kiemelt készségek, képességek

Térbeli tajékozodo képesség, térszemlélet,
problémamegoldas, egyiittmiikodési készség,
vitakultura

Térbeli tajékozodo képesség, térszemlélet, prob-
lémamegoldas, absztrakcios készség, onbizalom,
empatia, kreativitas, képzelderd, fantazia, eredeti-
ség, egylttmikodési készség, vitakultara

Térbeli tajékozodo képesség, térszemlélet, prob-
lémamegoldas, absztrakcids készség, onbizalom,
empatia, kreativitas, képzelderd, fantdzia, eredeti-
ség, egylttmikodeési készség, vitakultara

Eszkozok, mellékletek

Eszkozok:
Lénart-gomb, a gdmbhoz
hasznalatos iires félgombfolidk és
filctollak, alma, kés

Melléklet a tanaroknak:
A modul Iényegének
Osszefo

Eszkozok:
Lénart-gémb, a gdmbhoz
hasznalatos iires félgombfolidk és
filctollak, alma, kés, megrajzolt
félgombfolidk, irasvetitd

Eszkozok:
Lénart-gdmb, megrajzolt
felgombfolidk, a gdmbhoz
hasznalatos iires félgombfoliak és
filctollak, irasvetito
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Lépések,
tevékenységek

Kiemelt készségek, képességek Eszkiozok. mellékletek

. Parhuzamok a harom geometria kozott

1. |Feladatsor Térbeli tajékoz6do képegség, térszemlélet‘, prob- ESZkézrékf ) _ L
lémamegoldas, absztrakcids készség, onbizalom, L,el.l:aﬁll't-gOI}lb, m"egrajzolt’ felgémb-
empatia, kreativitas, képzelGerd, fantazia, eredeti- fohak,’ a gombhgz hasznalatos
ség, egylittmiikddési készség, vitakultira ires félgombfoliak és filctollak,

irasvetito
Tanul6i munkafiizet:
Feladatok
Megjegyzések:

1. A munkaforma: alapvetden harom-négy f0s, kiscsoportos munka. Mivel a kiscsoportos format gyakran szakitjuk meg frontalis munkaval,
ezért, ha mod van r4, probaljuk ugy rendezni az asztalokat és a székeket, hogy a tanulok minél kevesebb forgolodassal képesek legyenek valtani a
rank figyelés és a csoportmunkara torténd dsszpontositas kdzott.

2. Az alabbi, forgatokonyv-szerii leirdsban a tanulok valaszai a tovabblépés modjat probaljak kijeldlni. (Ez az oka annak, hogy az itt kozolt
valaszok tobbnyire nem gyerekbeszéd-stilust kovetnek!) Természetesen, a tanulok sokféle mas megfogalmazast, s6t mas gondolatmeneteket is
felvethetnek, amelyeket kdzosen megbeszélhetiink, mieldtt tovabb haladnank.
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1. SIK ES GOMB

Rahangolodas (kb. 5 perc)

Készitsiik eld a készleteket még ora elétt, ugyanis érdemes csak azokat a folidkat betenni,
amelyekre az ora sordn sziikség lehet!

Ora elején azonnal szervezédjenck a tanulok csoportokba, osszuk ki a Lénart-gdmb-
készleteket — csoportonként egyet. Hagyjuk 6ket ismerkedni a készlettel par percet, kozben
kérjiilk meg 6ket, hogy rendezzek el az asztalukon a kapott targyakat annak megfelelden, hogy
rajzeszkoz vagy folia kertil a keziikbe. Osszuk ki a rajzeszk6zh6z hasznalando filctollakat!

Melleklet a tanaroknak: A modul Iényegének Gsszefoglalasa a tanarok szamara

1. Egyenes és vonalzo
(Javasolt 1d6: 20 perc. Eszk6zok: alma, kés, Lénart-gomb, a gdombhdz hasznalatos filctollak,
foliak. Munkaforma: kiscsoportos €s frontalis.)

Tekintslink két kiilonbozo pontot a sikon! Melyik sikbeli vonal jeldli ki a legrovidebb utat a
két pont kozott?

(A sikbeli egyenes vonal egy darabja, a szakasz jeloli ki a legrovidebb utat két pont kozott.)
Milyen eszkdzzel rajzolhatunk ilyen vonalat?

(Sikvonalzoval.)

Hogyan hosszabbithatjuk meg ezt a vonalat?
(Kicsit elmozditjuk a vonalzét, tigy, hogy egyik része kdvesse a mar megrajzolt vonalat,
masik részén folytathatjuk az egyenes vonal megrajzolasat.)

Ha egyik irdnyban ezt vég nélkiil folytatjuk, megrajzolhatjuk igy a teljes egyenest?
(Nem, csak egy félegyenest. A teljes egyenes megrajzoldsadhoz a masik irdnyban is ugyanigy
kell eljarnunk.)

A munka a Lénart-gombon folytatodik.

Vegyiik ezen a gdombon a gombfeliilet két kiilonbozd pontjat. Melyik gombi vonal jeldli ki a
legrovidebb utat a két pont kdzott? Mas szoval, milyen a gombi egyenes vonal? Példaul:
merre repiil a replilégép, ha a legrovidebb uton ér el Magyarorszag egyik varosabol Japan
egyik varosaba?

Mit gondoltok, a sikbeli egyenes vonal a gdmbodn is hasznalhat6 lesz?

(Nem hasznalhat6 a gdbmbo6n a sikvonalzd, mert a sikvonalzd élét nem lehet belesimitani a
gombfeliiletbe. A sikvonalzonak legfeljebb egyetlen kdzos pontja lehet a gombfeliilettel.)

Rajzoljatok szabad kézzel két gombi pont kozott a legrovidebb gombi utat, a repiil6utat
kijel6lé vonalat! Magyarul 1égvonalnak nevezziik, az angol nyelv Ggy mondja: ,,amerre a
varju reptl”.

Milyen vonal ez? Egyenes vagy gorbe?

Vérhatdéan a tanulok bizonytalanok lesznek. Hagyjuk 6ket vitatkozni!
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Itt egy alma, jatsszuk azt, hogy ez az alma éppen olyan tokéletes gomb, mint ez a miianyag
gomb. Megmutatom nektek, hogyan lehet ezzel a késsel gombi egyenest vardzsolni a
gombfeliiletre.

Viagjuk ketté az almat két egyforma darabra! Mutassuk fel a tanuloknak!

A vagas menti vonal egy gdmbi egyenes vonal, és ez (mutatja a masik fél alméan) ez is gdmbi
egyenes vonal.

Most masként vagom szét az almat.

A tanar illessze Ossze a két fél almat, vagy masik almat vegyen eld, és vagja szét feltlinden
»igazsagtalanul”: a két almadarab egyike szembetlinden nagyobb a masiknal. Kérdésfelvetés
kdzben mutassa a vagasnyomot az almadarabok peremén!

Ez a vonal gombi egyenes vonal?

Vérhatéan a tanuldk bizonytalanok lesznek. Tisztazzuk, hogy csak az a vagas eredményezett
gémbi egyenest, amelyik a gdmbot két egyforma darabra szelte szét a kés altal kijeldlt sik
mentén.

Vegyiik el6 azt a foliagombot, (két félgombfoliabol osszedllitott gdmbat), amelyre elézdleg
néhany teljes gdmbi fokort rajzoltunk!

Ez a vonal azért gdombi egyenes, mert igazsagosan vagja szét a gdmbot — ez is — ez is.
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A f6ldrajzi koordinata-rendszer vonalai koziil melyek gémbi egyenesek?
(A hossztsagi korok.)

A szélességi korok kozil egyik sem?
Az Egyenlité gdmbi egyenes.

A gombi egyenes egyuttal gdmbi kor is?
Hagyjuk a tanuldkat vitatkozni. Véarhatoan igy érvelnek: Igen, mert korbemegy, mint a kor, de
egyenes is, mert a legrévidebb utat mutatja.

Ha kornek tekintjiik, mi kiilonbozteti meg a tobbi gdmbi kortél?
(Ez a lehetséges legnagyobb gdmbi kor.)

Ezért magyarul gombi fokornek is nevezziik. Mas nyelvekben a nagykor nevet is hasznaljak
(great circle, GroBkreis stb.)

Ha a sikbeli egyenes rajzoldsdhoz érdemes volt szerkeszteni és gyartani egy sikbeli-
egyenesrajzolo-szerszamot(sikvonalzo), akkor a gdmbi egyenes rajzolasahoz is jol jonne egy
gdmbi-egyenesrajzolo-szerszam, vagyis gdmbi vonalzo.

A tanar eléveszi a gdmbi vonalzét a készletbol.

Ez a koronaszer(i alakzat a gdmbi vonalzo6.

Nagyon egyszertien hasznalhatjuk: ez a két skalazott éle rajzol gombi egyenest. Ratessziik a
gdmbre, és mar rajzolhatjuk is a gdmbi egyenest vagy mas néven gombi fokort.

Mely ¢lek alkalmasak tehat gdmbi egyenes vagy mas néven gombi fokor rajzoldsara?
Az a két él, amelyeken skalabeosztast latunk. Az abran piros és kék szin jeloli ezeket az
éleket.

Ha ez a skalazott ¢l j6 gdmbi egyenes, akkor ez a skalazatlan €l itt a fiile mogott jo egyenes?
(Nem, mert nem igazsagosan osztja sz¢ét a gdombot.)

Ellendrizzétek a gombi vonalzoval azt a vonalat, amelyet szabad kézzel rajzoltatok a két pont
kozott!

Nézzétek most meg a hamis ¢€leket, amelyekkel nem lehet fokorroket rajzolni! Mit gondoltok,
a hamis élek koziil melyik legkevésbé hamis? Melyik jar legkozelebb az igazi f6korhoz?

(Az a két ¢l, amelyik a tamasztobiitykot tartalmazo ivet hatarolja, mert ezek fele olyan tavol
vannak az igazi fokortdl, mint a masik két iv.)

Az abran bal oldalon, a piros €s kék vonalakat 6sszekotd iv, rajta a haromszogre emlékeztetd
tamasztobiityokkel. A masik két hamis iv: a piros vonaltol balra esd, illetve a kék vonal folott
elhelyezkedod iv.
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2. A sz0g, a szogméro és a korzo
(Javasolt 1d6: 20 perc.Eszkozok: Lénart-gomb,foliak. Munkaforma: kiscsoportos és frontalis.)

Vannak-e még egyszerti sikbeli szerkesztéeszkozok, amiknek nem lattuk még gdmbi
megfeleldit?
(Toll, korzd, szogméra.)

Toll mar van: filctoll. Sz6gmérd viszont j6 lenne, mert ezt a sikbeli sz6gmérot (akar papirbol,
akar miilanyagbol késziilt) sehogyan sem lehet beleerdszakolni a gdmbbe.

Itt van ez a siivegszerl eszkoz, négy skalabeosztassal. Ezzel mar ilyen egyszeriien lehet gom-
bi szoget mérni.

Mutassuk be a szog mérését a gdombon.

Rajzoljatok a gombre derékszoget!
Rajzoljatok 60°-o0s szdget!
Figyeljiik a tanulok munkajat, segitsiink nekik az illesztésben, ha sziikséges!

Szogmérdnk mar van. Milyen fontos alapeszk6z hidnyozhat még?
(Korzo.)

A f6ldrajzi koordinata-rendszer vonalai koziil ezeket meg ezeket kdnnyen megrajzolhatjuk a
vonalzéval; de a szélességi koroket hogyan rajzoljuk meg? Itt a vonalzé nem segit!

A tanar mutatja el6szOr a hosszisagi koroket és az Egyenlitét, mint példakat a fokorokre,
majd a tobbi szélességi kort, mint ellenpéldakat.
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Mi kellene? Ko6rzd, de milyen kérzé? Gombolyii korzd, gombi korzo, gombzd kellene! me!
Bemutatja a gombi korzot és hasznalatat, kozpontkeresdvel, korrajzolassal.
Megjegyzés: a ,,gombzd” elnevezés Hollai Martatol szarmazik.

Rajzoljatok igazi, ¢16 gdmbi kort! Ehhez eldszor jeldljétek ki a kozéppontot! Nyissatok ki a
korzotoket tetszoleges sugarara, mondjuk kozel 60 foknyira! Rajzoljatok meg a kort! Hol van
a kor kozepe?

Hagyjuk a tanuldkat vitatkozni! Tobb tanulsaga is van a feladatnak. Egyrészt a kor kozepe a
gémbi feliileten van (nem a gdmbon beliil vagy kiviil), masrészt ennek a kornek pontosan két
kdzéppontja van (hiszen a gdmbi pontok valdjaban pontparok).

Valgjadban a gdombon éppolyan jO geometriat lehet felépiteni pontokkal, egyenesekkel,
korokkel, tavolsagméréssel és szogméréssel, mint a sikon.
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MELLEKLET A TANAROKNAK

A modul Iényegének dsszefoglalasa a tanar szamara

Az euklideszi sikgeometria, amelyben nevelkedtiink, és amely kialakitotta geometriai szemlé-
letlinket, bizonyos alapfogalmakbol indult ki, mint a pont, egyenes, tavolsag, szog, teriilet stb.
Egy gondolatkort akkor vagyunk hajlandok geometrianak tekinteni, ha ezeket a fogalmakat
értelmezni tudja.

A gdmb esetén viszonylag konnyen belathatjuk, hogy ilyen fogalmakat a gémbfeliilet geomet-
ridjaban is bevezethetiink, bar a gdmbon ezek a fogalmak szamos, a sikbelitdl eltérd tulajdon-
saggal rendelkeznek.

Sok-sok évszazadon at tigy gondoltdk a matematikusok, hogy ezen a két geometrian kiviil
nincs mas olyan geometriai rendszer, amely a sikon és gombfeliileten megismert geometriak
legfontosabb fogalmait értelmezni tudnd, de kiilonbozne ettdl a két geometriatol.

A tizenkilencedik szazad elején, koriilbeliil akkor, amikor Pet6fi sziiletett, harom tudos, a né-
met Karl Friedrich Gauss, az orosz Nyikolaj Ivanovics Lobacsevszkij és a magyar Bolyai Ja-
nos egymastdl fliggetleniil megmutatta, hogy létezhet ilyen, az addig ismertektdl eltéré geo-
metriai rendszer.

Ezt a harmadik geometriai rendszert tobbféle modon szemléltethetjiik. Egyik lehetséges mod
a kovetkezd:

Ahogyan a sikgeometriat a végtelen sikfeliileten, a gdmbi geometriat a véges gombfeliileten
abrazolhatjuk, a Bolyai-geometriat ebben a modulban a nyilt félgémb feliiletén mutatjuk be.
Ez olyan félgombfeliiletet jelent, amelybdl a hatarold egyenlitt Gsszes pontjaval egyiitt el-
hagytuk.

A Bolyai-geometria pontjainak a nyilt félgombfeliilet pontjait tekintjiik — tehat a hatdrolo
egyenlitd pontjai mar nem tartoznak ehhez a geometriai vilaghoz.

Dontd fontossagu kérdés, hogy mit tekintiink ebben a geometridban egyenes vonalnak,
ugyanugy, ahogyan a sikon a jol ismert sikbeli egyenest, a gdmbdn pedig a gombi egyenest,
vagy mas néven gombi fokort (mint a foldrajzi koordinata-rendszer hosszusagi koreit és
egyenlitdjét).

Azért is iktatjuk be a gdmbi geometriat a sikgeometria €és a Bolyai-geometria kdz¢é, mert mar a
gombre vald atlépéskor meg kell baratkoznunk szokatlan, 0 tulajdonsdgokkal — szemléletet
kell valtanunk. Mar a gdmbi egyenesnél is vitatkozhattunk arrdl, hogy egyenessel vagy korrel
van-e dolgunk.

A Bolyai-geometria egyenes vonalai ebben a félgdmb-modellben a félgomb alapsikjara merd-
leges félkorok lesznek. Ha egy félbevagott hagymat tokéletes félgdmbnek tekintiink, akkor
azt mondhatjuk, hogy a szokdsos mddon végzett hagymaszeletelés kozben csupa Bolyai-
egyenest vagunk ki a fél hagymabol:
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Nagyon furcsa, euklideszi szemléletiink szdmara nem konnyen elfogadhat6 tény, hogy a Bo-
lyai-geometria mindezeket a félkoroket tokéletesen egyformaknak tekinti, ugyanugy, mint a
sikgeometria a sik valamennyi egyenesét, a gdmbi geometria pedig a gdmb valamennyi foko-
rét. A félgombon az egyik félkort nagyobbnak, a masikat kisebbnek vagy sokkal kisebbnek
latjuk, de a Bolyai-geometria errdl a megkiilonboztetésrél nem vesz tudomast.

Ha barmelyik Bolyai-egyenesen kijeloliink egy pontot, akkor ez a pont két Bolyai-
félegyenesre bontja szét a Bolyai-egyenest. Ez a két félegyenes is megkiilonboztethetetlen
ebben a geometriaban, még akkor is, ha a kijeldlt pont latszatra sokkal kozelebb van a félkor
egyik végpontjahoz (ami mar nem is tartozik a mi geometriankhoz), mint a masik végpontja-
hoz (ez sem tartozik a mi geometridnkhoz). A Bolyai-geometria a két egyenes-darabot egy-
forman félegyeneseknek tekinti.

Belathato, hogy ezekkel az alapfogalmakkal felépithetiink egy geometriai rendszert, amelyik
éppen olyan logikus, mint a sikgeometria vagy a gdmbi geometria. Ebben a geometriaban is
értelmezni tudjuk a tavolsag, szog vagy akar a teriilet fogalmat is.

Szamomra az a legcsodalatosabb, hogy a tavolsag és szog értelmezése utan ebben a geometri-
aban is igaz marad az egyenld szari hdromszogek tétele:
Ha egy haromszog két oldala egyenld hossz, akkor a veliikk szemben fekvo két szog is
egyenld egymassal, — és megforditva, ha egy haromszog két szoge egyenld, akkor a
veliik szemben fekvo két oldal hossza is egyenl6 egymassal.

Azzal az eszkozkészlettel, amellyel a gombi geometriai kisérleteket végeztiikk, a Bolyai-
geometria alapszerkesztéseinek és méréseinek nagy részét is elvégezhetjiik, bar nehézkesebb,
kevésbé szemléletes modon, mint a gombi geometria esetében. Példaul a fenti allitast az
egyenld szaru haromszoégekrdl kozvetleniil, méréssel ellendrizhetjiik. Ezzel az eszkozzel
szemléletesen azt is belathatjuk, hogy ez a geometria mas, mint az el6z6 ketto.

A sikgeometriaban adott egyeneshez nem az egyenesen fekvd ponton at egyetlen parhuzamos
egyenest huzhatunk, gdmbon egyet sem, a Bolyai-geometridban viszont végtelen sokat.

Sikon a haromszog sz6gosszege mindig 180°, gdmbon mindig tobb ennél, a Bolyai-geometri-
aban mindig kevesebb.

Ennyit kivan ez a modul bemutatni, szemléltetni.
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I1. BOLYAI-GEOMETRIA PONTJAI ES EGYENESEI

Készitsiik el a készleteket még 6ra elott, érdemes Gjra csak azokat a foliakat betenni,
amelyekre az 0ra soran sziikség lehet!

Ora elején azonnal szervezédjenek a tanulok csoportokba, osszuk ki a Lénart-
gdmbkészleteket — csoportonként egyet! Hagyjuk dket ismerkedni az 0j folidkkal par percet,
kozben kérjiik meg 6ket, hogy rendezzék el az asztalukon a kapott targyakat annak
megfelelden, hogy rajzeszkoz vagy folia kertiil a keziikbe. Osszuk ki a rajzeszk6zhoz
hasznéalando filctollakat!

1. A Bolyai-geometria szinpada

(Javasolt id6: 15 perc. Eszk6zok: Lénart-gomb, folidk. Munkaforma: frontalis és
kiscsoportos.)

A gdmbon, mint emlitettiik, éppolyan jo geometridt lehet felépiteni, pontokkal, egyenesekkel,
korokkel, mint a sikon. Kétezer éven at a legnagyobb tudosok, a legokosabb matematikusok is
azt mondtak: vagy sikgeometria, vagy gdmbi geometria — mas nincs, nem lehet!

Kétezer év utan, koriilbeliil, amikor Pet6fi Sandor sziiletett, harom tudos, egymastol fiiggetle-
niil, r4jott arra, hogy igenis létezik harmadik geometria. Ez a hdrom tudos: Karl Friedrich
Gauss német, Nyikolaj Ivanovics Lobacsevszkij orosz, és — nagyon biiszkék lehetiink — Bo-
lyai Janos magyar matematikusok voltak. Milyen ez a harmadik geometria (persze csak az
alapjai), hogyan néz ki, hogyan viszonyul a masik kettéh6z?

Ha focimeccset akarunk jatszani, kell egy palya, ahol jatszhatunk. Ha sakkozni akarunk, sakk-
tablara van sziikségiink, ahol a babukat tologatjuk. Ha sikgeometriat jatszunk, akkor legyen a
jatszoteriink ez a flizetlap, ugy, hogy se vége, se hossza, vagyis: a végtelen siklap.

GOmbi geometrianal a jatszotér, a szinpad a véges gomb feliilete: csak a feliilete! Se egér-
modra beragni magunkat, se tirhajé modjara kirepiilni nem szabad!

Mi legyen a harmadik geometria szinpada? Sokf¢le lehetdség van, ezek koziil egyet nézziink
meg kozelebbrol!

A szinpad ennek a félgombfolianak a feliilete lesz. Vegyetek eld egy félgombfoliat, és a széle
mentén huzzatok korbe-korbe egy piros vonalat a gdbmbvonalzoval! Vigydzzatok, hogy a filc-
toll kicsit a perem fol6tt haladjon, mert kiilonben a f6lia éle rongélja a filctoll hegyét!

Most illesszétek ra ezt a félgombfoliat a kemény gombre!

A tanulok kozott lesz, aki ugy illeszti rd, hogy a két félgomb Gsszeillesztése egybeesik a piros
vonallal, de van, aki ragaszkodik a ,szabalytalan” elhelyezéshez. Hagyjuk Oket a sajat
elgondolasuk szerint illeszteni a félgdmbfoliat!

Oda megyiink a feliileten, ahova csak akarunk. Egyetlen tiltott teriilet van: a félgdmbnek ez a
hatarvonala, amit pirossal jeldltiink. Képzeljetek el egy orszégot, ahol barhova mehetiink, de a
hatarvonalra nem tehetjiik a labunkat: ez a Bolyai-szinpad. A hatdrvonal mar nem tartozik a
Bolyai-vilaghoz: a hatarvonal pontjai Bolyai szamara mar nem Iéteznek.

Felmertiilhet a kérdés a tanuldk részeérdl, hogy miért éppen ezt, miért éppen ilyen modellt
valasztunk.
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Nem biztos, hogy a tanulok felvetik ezt a kérdést. Ha nem vetik fel, akkor a tanarnak érdemes
feltennie ezt a kérdést.

Ezt a valasztast nem kell megindokolni. Sokféle mas modellje is 1étezik ennek a geometria-
nak. Ez a modell akkor j6 modell, akkor valasztottunk jol, ha segitségével megértitek a Bo-
lyai-geometria alapfogalmait.

2. A pont
(Javasolt 1d6: 15 perc. Eszkozok: Lénart-gdbmb ¢és folidk. Munkaforma: kiscsoportos és
frontalis.)

Rajzoljatok 6t olyan pontot, amelyek Bolyai-pontok, €s rajzoljatok 6t masik pontot, amelyeket
mi latunk, de amelyek a Bolyai-geometria szamara nem 1éteznek!

A tanulok pontokat rajzolnak. Az 6t Bolyai-pontnak a nyilt félgombfoliara kell esnie. A masik
0t pont eshet a piros hatarvonalra is, és a kemény gOmb liresen maradt félgombjére is.
Kiilonosen érdekesek a tovabbiak szempontjabol a hatarpontok!

En is rajzoltam néhany Bolyai-pontot. Miért nem rajzoltam a hatarvonalra Bolyai-pontot jel-
képezd kék pottyot?

(Mert ott nincs is pont! Bolyai-pont nincs is a hatdrvonalon!)

Rajzoljatok két, barmilyen girbegurba utat, amelyeknek minden pontja Bolyai-pont, és ame-
lyeknek metszéspontja is a Bolyai-pontokhoz tartozik!

Most rajzoljatok két olyan, barmilyen girbegurba utat, amelyeknek minden pontja Bolyai-
pont, de nincs k6zos Bolyai-pontjuk!

A tanulok eldszor két gorbét rajzolnak a félgombfoliara, amelyeknek van kozds, nem a
hatarvonalra esd metszéspontja. Ezutdn két olyan gorbét rajzolnak, amelyek szintén a
felgombfoliara esnek, de a nyilt félgdmbfolian nincs k6zos pontjuk, azaz, a kozos pont vagy a
hatarvonalra esik, vagy valahol mashova a kemény gomb iiresen maradt feliiletén.

Itt vannak ezek a Bolyai-vilagbeli utak. El0szor egy konnyti kérdés: ha Romed az a uton sétal,
¢és Julia a b Gton sétal, vajon talalkoznak-e a Bolyai-vilagban?

(Igen, talalkoznak.)
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Most nagyon nehéz kérdés: ha Romeo az a-n sétél, és Julia a c-n sétal, talalkoznak-e a Bolyai-
vilagban?
A tanar két olyan gorbe vonalat mutat, amelyek éppen a hatarvonalon futnak 6ssze.

A tanuldk lehet, hogy tovabbra is bizonytalanok, varjuk meg a valaszaikat, hagyjuk, hogy
egymast gy6zkodjék.

Nem talalkoznak, hiszen ez a taldlkozasi pont Bolyai vilagdban nem létezik. Mi latjuk, de Bo-
lyai nem latja! Bolyai azt mondja: Szegény Romeo, szegény Julia, sohasem talalkoztok az én
vildgomban!

3. Az egyenes
(Javasolt 1d6: 15 perc. Eszkozok: alma, kés, Lénart-gomb, folidk. Munkaforma: kiscsoportos
¢s frontalis.)

Sikon tudjuk, mi az egyenes, gdombon tudjuk, mi a gdmbi egyenes.

Mutatjuk a sikvonalzot és a gobmbvonalzot.

Mi lesz a Bolyai-egyenes?

Itt deriil ki, mennyire mas ez a geometria, mint a sikgeometria vagy a gdmbi geometria.

Jatsszuk azt, hogy ez a fél alma a Bolyai-vilag, ugyanolyan tokéletes félgomb, mint ezek a
félgombok. Megmutatom, hogyan lehet a fél almara ezzel a konyhakéssel Bolyai-egyenest
varazsolni! Ehhez csak egyet kell tisztazni: mi az, hogy meréleges?

Ennek a késnek a pengéje ilyen helyzetben merdleges az asztallapra.

Mutatjuk a didkoknak.

Ez is merdleges, ez is.

Merdlegesen tartva a késpengét az asztalra, mozgatjuk a kést fel €s ala.

Ez nem az, ez se, meg ez se.

Forgatjuk a késpengét nem meréleges helyzetekben.

Bolyai-egyenest ugy kapunk, ha a fél almat ugy vagjuk el, hogy a kés pengéje mindig merd-
leges legyen az asztallapra. Ez itt tokéletes Bolyai-egyenes — ez is — ez is.

Mikor otthon a porkolthoz egy fél hagymat szeleteliink a vagddeszkan, csupa Bolyai-egyenest
vagunk ki a fél hagymabol!
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Ezeken a félgombfolidkon csupa Bolyai-egyenest lathatunk:

A tanar egy félgdmbre rajzolt koncentrikus korsort mutat, amelynek a kozéppontja NEM a
félgomb poluspontjan van — ,,ferdén” all a korsor.

Legyen ez a félgdmb a Bolyai-vilag, a piros hatarvonal a vilag vége, amely mar nem tartozik
a Bolyai-vilaghoz, a fekete vonalak pedig vonalak a Bolyai-vilagban, a Bolyai-geometriaban.
Melyik fekete vonal lesz Bolyai-egyenes?

Hagyjuk a didkok fant4ziat szabadon kibontakozni! Lehetséges valaszok:

Mindegyik. (Helytelen!)

Egyik se. (Helyes!)

Csak a korok kozéppontja. (Kivalod, mert ez a pont valdban tekinthetd ,.elfajult” Bolyai-
egyenesdarabnak!)

No és itt?
Feltesz egy északi félgombre ill6 foldrajzi koordinata-rendszert, az elhagyott hatarvonal az
Egyenlitd.
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Most ezeket a vonalakat nem f6ldrajzi koordinata-rendszernek, hanem a Bolyai-geometria
vonalainak tekintjiik.

Tanulok vitaja varhato:
(Csak a hossztsagi korok! A szélességiek koziil egyik sem! — Helyes, mert az Egyenlit6 nem
tartozik a modellhez.)

Néha azt is felvetik a tanuldk, hogy csak a teljes Bolyai-egyenesek szamitanak-e? Ha igen,
akkor csak a két, egymasra merdleges, a poluspontban taldlkoz6 vonal ad j6 megoldast. Ha
elfogadunk olyan vonalakat is, amelyek Bolyai-egyenesek darabjai, akkor barmelyik
hosszusagi kor barmelyik szakasza jo megoldas.

Tanar: Most a legnehezebb! Itt melyik vonal lesz Bolyai-egyenes?
Tegyiikk fel a — mondjuk — nyugati félgdmbre illd koordinata-rendszert, az elhagyott
hatarvonal a geometriai Greenwich- és Datumvalaszto fokore)

Tanulok vitdja véarhato.
(Mindegyik szélességi kor Bolyai-egyenes, €és egyetlenegy hosszusagi kor: az, amelyik
atmegy a polusponton.)

Miért éppen ez a vonal lesz a Bolyai-egyenes?

Erre megint azt kell valaszolnom, mint az el6bb: ez a valasztas akkor jo valasztas, ha a segit-
ségével felépithetiink egy értelmes geometriai vildgot, amelyben a tavolsagot, szoget, teriiletet
¢s a tobbi olyan fontos fogalmat, amit a sik és gdbmb geometridjaban megismertiink, megfeleld
moddon abrdzolni, értelmezni lehet. A kdvetkez6 oran ilyen szerkesztéssel foglalkozunk.
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111. SZABALYOS HAROMSZOG BELSO SZOGEINEK
OSSZEGE

Készitsiik eld a készleteket még oOra eldtt, érdemes ujra csak azokat a folidkat betenni,
amelyekre az Ora soran sziikség lehet!

Ora elején azonnal szervezbdjenck a tanulok csoportokba, osszuk ki a Lénart-gdmb-
készleteket — csoportonként egyet. Hagyjuk dket ismerkedni az uj folidkkal par percet, kozben
kérjiik meg 6ket, hogy rendezz¢€k el az asztalukon a kapott tdrgyakat annak megfeleléen, hogy
rajzeszkoz vagy folia keriil a keziikbe. Osszuk ki a rajzeszk6zhdz hasznalando filctollakat!

1. Szabalyos haromszogek sikban

(Javasolt 1d6: 5 perc. Munkaforma: kiscsoportos €s frontalis.)

Lattuk, hogy a Bolyai-geometria félgdmbmodelljén hogyan néznek ki a pontok és az egyene-
sek. Ez valoban egy 0j, més vilag.
Nézziik meg most egyetlen tulajdonsagat!

Rajzoljatok kisebb és nagyobb sikbeli szabalyos haromszogeket! Hogyan valtoznak itt a szo-
gek a kis haromszogektdl a nagyobbak fel¢ haladva?

(Sehogy, mindegyik szog 60°, akar kicsi a haromszog, akar nagy.)

Mekkora a bels6 szogek 6sszege?
(Mindig 180°.)

2. Szabalyos haromszoégek gombon
(Javasolt 1d6: 20 perc; Eszk6zok: Lénart-gdmb; Munkaforma: kiscsoportos €s frontalis)

Nézziik meg ugyanezt a gdombon! Mar tudjuk, hogyan lehet gdmbi szogmérdvel szoget mérni.
Rajzoljatok gémbi vonalzdval és szogmérdvel kisebb és nagyobb gdmbi szabélyos haromszo-
geket!

A tanuldk ugyanolyan szerkesztési 1épéseket alkalmazhatnak, mint a sikon: Felrajzolnak egy
gombi szakaszt, kdrzOnyilasba veszik, €és a szakasz két végpontjabol felmérik a két korivet. A
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két koriv két pontban metszi egymadst. Ezek koziil barmelyik kijeloli a szabalyos
gdmbharomszog harmadik csucsat. Vilagosan lathato is, és gdmbi szogmérdvel ellendrizhetd
1s, hogy nagyobb szabalyos haromszogben a belsé szogek is nagyobbak.

(Nagyobb szabalyos haromszdgben a belsd szogek is nagyobbak!)

Nézzétek ezt az abrat!
A tanar akar félgombfolian, akar képen bemutatja.

Nehéz kérdés: Mekkora lehet egy nagyon pici szabéalyos gdmbharomszdg egyik szoge?

A tanulok vitatkoznak — gyakran mondjak, hogy a pici hdromszdgben a szog is akarmilyen
kicsi lehet.

Mivel ez a pici haromszog nagyon hasonlit a sikhdromszoghoz, ezért egy-egy szoge nagyon
kozel esik 60°-hoz, a sz6gosszeg tehat itt is 180°-t6l indul. Ahogyan haladunk e felé a kovér
haromszog felé, latjuk, hogy a szogodsszeg is egyre né — a kdvérnél pedig haromszor 180°, va-
gyis 540° lesz! GOmbon a haromszog sz0gosszege tehat tobb mint 180°.

3. Szabalyos Bolyai-haromszogek
(Javasolt id6: 20 perc. Eszk6zok: Lénart-gomb és folidk. Munkaforma: kiscsoportos és
frontalis.)

Es Bolyainal mi a helyzet a haromszogek szogosszegével?
(Bemutatja a félgombfoliara rajzolt szabalyos haromszdg-csaladot.)

Ezek a haromszogek mind Bolyai-haromszogek, mert minden oldaluk Bolyai-egyenes.
Mutatja, hogy a félkorok merdlegesek az egyenlitd sikjara.
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Itt a szogmérés nehezebb, mint a sikon vagy gdmbon, de a szogeknél itt is hihetiink a sze-
miinknek: ha kisebbnek latjuk a szoget, a mértéke is kisebb lesz; ha nagyobbnak latjuk, a mér-
téke is nagyobb lesz. Mit gondoltok, itt hogyan valtoznak a szdgek, ha a kisebb haromszogtol
a nagyobbak fel¢ haladunk?

Ha tigy gondoljuk, hogy a sz6gmérés modjat részletesebben el kivanjuk magyarazni a
tanuloknak, akkor a
http://www.bolyaitestamentum.hu/bolyai_geometria_okt/nem_euklideszi _geometriak5.doc’
weblapon a félgombfeliilet Bolyai-egyenesei altal bezart sz6g mérésének nagyon rovid
leirasat talaljuk.

Ezeknél a haromszdgeknél, ahogyan a gdmbharomszdgeknél is, a kis haromszdg nagyon ha-
sonlit a sikharomszoghdz, tehat itt is 180°-t6l indulunk, de ahogy a nagyobb haromszogek felé
haladunk, mit latunk?

(Egyre kisebbek a szogek!)

Mit gondoltok, hova tartanak a ,,vilagvégén™?

(Nulldhoz!)

Itt tehat a szOgdsszeg nulla lesz. Ezek szerint: Bolyai-vildgban a haromszog szogosszege ki-
sebb 180°-nal.

Egyetlen kérdés marad: melyik ,,vilag” az igazi? Ha valaki azt kérdi: melyiket valasszam én
magam (a magam vilagaban) a harom geometria koziil, — mit felelhetiink neki?

Megkérjiik, hogy jeldljon ki harom pontot az altala valasztott feliileten, és kosse 0ssze olyan
vonalakkal, amiket 6 egyeneseknek gondol. Mérje meg a haromszog szogeit, és adja Ossze a
harom adatot! Ha a szogo6sszeg 180°, akkor az illetonek sikgeometridra van sziiksége; ha tobb,
akkor a gdbmbi geometria a jo; ha pedig kevesebb, akkor Bolyaihoz kell fordulnia. Természe-
tesen, konnyen megeshet, hogy az egyik fizikai jelenséget az egyik geometria, masikat vi-
szont valamelyik masik geometria irja le helyesen.

¥2007. augusztusaban elérhetd a honlap
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IV. PARHUZAMOK A HAROM GEOMETRIA KOZOTT

Készitsiik el a készleteket még oOra eldtt, érdemes ujra csak azokat a folidkat betenni,
amelyekre az 0ra soran sziikség lehet!

Ora elején azonnal szervezédjenek a tanuldk csoportokba, osszuk ki a Lénart-gomb-
készleteket — csoportonként egyet. Hagyjuk dket ismerkedni az uj folidkkal par percet, kézben
kérjiik meg oket, hogy rendezzék el az asztalukon a kapott targyakat annak megfeleléen, hogy
rajzeszkoz vagy folia keriil a keziikbe. Osszuk ki a rajzeszkdzhoz hasznédlando filceket!

A tanulok 4-5 f6s csoportokban dolgozzak fel az anyagot, jarjunk korbe, figyeljik munka-
jukat, megfeleld iranyitd kérdésekkel segitslink nekik!

Hagyjunk id6t minden feladatcsoport eredményeinek egyeztetésére, megbeszélésére!

Melléklet a tanuloknak: Feladatok

1. Egyenesek és szakaszok
(Javasolt 1d6: 10 perc. Eszkozok: Lénart-gomb. Munkaforma: csoportos, majd frontélis.)

1. A képen lathaté vonalak koziil

melyek
e teljes gdmbi egyenesek, vagyis
fokorok,

e gOmbi szakaszok, vagyis két
gombi pontot 6sszekotd
legrovidebb gdmbi egyenes-
darabok,

e teljes gdmbi korok?

Megoldas:
Teljes f6kor nincs az abran. Gombi szakasz: a piros, illetve a kék f6koriv barmelyik két, az
abran jelolt pontjat 6sszekotd fokoriv. Teljes gombi kor: a fekete kor.

2. A képen lathaté vonalak koziil

melyek
e teljes gdmbi egyenesek, vagyis
fokorok,

e g0dmbi szakaszok, vagyis két
gombi pontot 6sszekotd
legrévidebb gombi egyenes-
darabok,

o teljes gombi korok?
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Megoldas:

Teljes fokorok: Egyenlitd, Greenwich-Datumvalaszto, és a mindkettére merdleges harmadik
fokor (koriilbeliil Kalkuttan és New Orleans-on halad keresztiil). Gombi szakasz: barmelyik
hosszlisagi kor barmelyik két, az dbran jelolt pontjat 6sszekotd rovidebbik fokorive (tehat
nagyon sok!). Teljes gombi korok: valamennyi szélességi kor, beleértve az Egyenlitét is, €s a
masik két fokor is.

Egy gémbi ponton atmend Ssszes fokor gdmbi sugarsort alkot, mint példaul az Eszaki-sarkon
atmend O0sszes hosszusagi kor. Latjuk, hogy ezek a fokorok atmennek a Déli-sarkon is. Két
atellenes pont a poluspontok. Barmely pont lehet poluspont, minden polushoz tartozik egy
egyenlitd is.

3. A piros hatarvonal pontjai a félgomb
aljan mar nem tartoznak a félgoémb-
modelliinkhoz. A fekete vonalak
kozil melyek

e teljes Bolyai-egyenesek,
e Bolyai-egyenes-darabok, vagyis
Bolyai-szakaszok?

Megoldas:
Sem teljes Bolyai-egyenes, sem Bolyai-szakasz nincs az abran (legfeljebb az egyetlen fekete
pontot tekinthetjiik elfajult Bolyai-szakasznak).

4. A piros hatarvonal pontjai a félgdmb
aljan mar nem tartoznak a félgoémb-
modelliinkhdz. A fekete vonalak
koziil melyek

e teljes Bolyai-egyenesek,
e Bolyai-egyenes-darabok, vagyis
Bolyai-szakaszok?

Megoldas:

Teljes Bolyai-egyenes a poluspontban taldlkozo6 két (gombi szemmel nézve) merdleges fél-
fokoriv. Bolyai-szakasz barmelyik (gdmbi szemmel nézve) hosszusagi kor barmelyik két, az
abran jelolt FEKETE (a piros hatarpont nem!) pontjat 6sszekotd fokoriv.
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5. A piros hatarvonal pontjai a félgomb “
aljan mar nem tartoznak a félgoémb-
modelliinkhoz. A fekete vonalak
kozil melyek

e teljes Bolyai-egyenesek,
e Bolyai-egyenes-darabok, vagyis
Bolyai-szakaszok?

Megoldas:

Teljes Bolyai-egyenesek: (gombi szemmel nézve) valamennyi szélességi kor, és az egyetlen
olyan hosszusagi kor, amelyik a&tmegy a polusponton. Bolyai-szakasz barmelyik, a most
felsorolt barmelyik koron kijelolt két FEKETE (a piros hatarpont nem!) pontjat 6sszek6td
koriv.

2. Egyenesek és korok
(Javasolt id6: 5 perc. Eszk6zok: Lénart-gomb. Munkaforma: csoportos, majd frontalis.)

1. A piros hatarvonal pontjai mar nem
tartoznak a félgomb-modelliinkh6z. A
félgombot most feliilnézetben latjuk.
A fekete vonalak koziil melyek

o teljes Bolyai-egyenesek,
e Bolyai-korok?

Megoldas:
Teljes Bolyai-egyenes a négy félkor, Bolyai-kor pedig a kozépso kor. (A négy felkor altal a
félgdmbon kijelolt alakzatot csehsiivegnek nevezik az épitészetben.)

2. A piros hatarvonal pontjai mar nem
tartoznak a félgomb-modelliinkhoz. A
félgombot most feliilnézetben latjuk.
A fekete vonalak koziil melyek

e teljes Bolyai-egyenesek,
e Bolyai-korok?




Matematika ,C” - 10. évfolyam — 10. modul: Bolyai-geometria... Tandri Gtmutaté 24

Megoldés:

Teljes Bolyai-egyenes a polusponton athaladd két merdleges. A négy, kornek latszo vonal
nem lehet teljes kor, mert egy pontjuk hidnyzik (,,lyukasak™). Ez az a pont, amely a piros
hatarvonalra esne. (Késobb latjuk, hogy ezeknek a vonalaknak paraciklus a neve.)

3. Kozos pontok
(Javasolt 1d6: 15 perc. Eszkozok: Lénart-gomb. Munkaforma: csoportos, majd frontélis.)

1. A kisebb képen a sik egyik pontjan
atmend egyeneseket, mas néven
sikbeli sugarsort latunk. A nagyobb
képen a sugarsoron kiviil még egy,
kiilsé egyenes is szerepel. Kérdés: A
sugarsor egyenesei koziil hany
egyenes nem metszi a kiilsd
egyenest?

Megoldas:
Egyetlenegy.

2. A kisebb képen a gomb két atellenes
pontjan atmend gdmbi egyeneseket,
mas néven gombi sugarsort latunk. A
nagyobb képen a sugarsoron kiviil
még egy, kiilsé gdmbi egyenes is
szerepel. Kérdés: A gdmbi sugarsor
egyenesei koziil hany gombi egyenes
nem metszi a kiilsé gémbi egyenest?

Megoldas:
Egy se.

3. A kisebb képen a félgomb egyik
pontjan atmend hiperbolikus
(Bolyai-féle) egyeneseket, mas
néven hiperbolikus sugérsort
latunk. A nagyobb képen a
sugarsoron kiviil még egy, kiilso
hiperbolikus egyenes is szerepel.
Kérdés: A hiperbolikus sugarsor /
egyenesei kozilil hany nem metszi 085
a kiilsd hiperbolikus egyenest?
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Megoldas:

Végtelen sok: mindazok a Bolyai-egyenesek, amelyek a narancs-szinii tartomanyban
haladnak. A narancs-szini tartomdnyt az atlatszotol elvalasztd két Bolyai-egyenest is ide
sorolhatjuk, mert a kék pottyds egyenessel nincs kozds pontjuk (ami lenne, az éppen a piros
hatarvonalra esne).

4. Parhuzamos-e egy egyenes Onmagaval — akar sikon, akar gombon, akar f€lgdmbon?

Megoldas:

Attol fligg, mit értiink parhuzamossagon! Ha azt mondjuk: ,,Két egyenes akkor parhuzamos
egymassal, ha nincs kozos pontjuk”, akkor egy egyenes nem lehet dnmagaval parhuzamos,
hiszen végtelen sok kozds pontja van onmagaval. Ha azt mondjuk: , Két egyenes akkor
parhuzamos, ha tavolsaguk alland6”, akkor egy egyenes sikon is, gdmbon is, félgombon is
parhuzamos 6nmagaval, hiszen sajatmagatdl mért tdvolsaga mindeniitt ugyanannyi: nulla.
Erdemes megjegyezni, hogy, ha a masodik definiciot fogadjuk el, akkor nemcsak a gombon,
de a félgombon sincsenek egymastol kiilonbdzd parhuzamos egyenesek. A félgdmb
parhuzamos egyeneseinek tavolsadga ugyanis allandoan csokken, de sohasem érik el egymast.
Az a pont, amelyik gdmbi szemmel nézve a két egyenes kozds pontjanak tlinik, mar nem
tartozik a félgombmodelliinkhoz.

Eppen ez volt az egyik olyan tulajdonsig, amit a matematikusok sok évszazadon at
ellentétesnek éreztek ,,az egyenes természetével”. Ezért utasitottak el egy harmadik geometria
létezésének gondolatat a sik €s gdmb geometriajan kiviil.

4. Félegyenesek és sokszogek

(Javasolt 1d6: 15 perc; Eszkozok: Lénart-gomb; Munkaforma: csoportos, majd frontalis)

1. Sikon, gdmbon, félgdmbon —
melyiken taldlhatunk félegyenest?

Megoldas:

Sikon ¢és félgombon van félegyenes, mert egy-egy pontbdl induld egyenes vonal sohasem
térhet vissza 6nmagaba (,.eltlinik a végtelenben”, amit a sikon nem lathatunk, a félgdmbon
pedig az elhagyott hatarvonal egy pontja jelképezi). A félgomb félegyenesei gdmbi szemmel
nézve nagyon kiillonbozhetnek egymastol, hiszen a piros vonalhoz rajzolhatunk nagyon kozeli
pontokat is, €s attoél nagyon tavoli pontokat is. Bolyai-értelemben azonban minden félegyenes
egyforma hosszl: végtelen hosszi, mivel a végesben fekvd fekete ponttdl a végtelent
jelképezd piros hatarpontba tavozik. Gombon félegyenes nincs, mert a gombi egyenes
visszatér a kiinduloponthoz.




Matematika ,C” - 10. évfolyam — 10. modul: Bolyai-geometria... Tandri Gtmutaté 26

2. Milyen hatarok kozott valtozhat a

haromszog belsd szogeinek 6sszege — | ' *‘QQ
sikon, gdmbon, félgdmbon?

Megoldas:
Sikon a hiromszdg belsé szogeinek Osszege 180°-t6l 180°-ig valtozhat, vagyis allando.
GOmbon a haromszog belsd szogeinek Osszege 180°-tol 540°-ig, félgdbmbon 180°-tol 0°-ig
valtozhat.

3. Milyen hatarok kozott valtozhat a
négyszog belso szogeinek dsszege — [#]
sikon, gdmbon, félgdmbon?

Megoldas:

Sikon a négyszog belsd szogeinek Osszege 2-180°-t6l 2-180°-ig valtozhat, vagyis allando.
GOmbon a négyszog belsd szogeinek dsszege 2-180°-tol 4-180°-ig, félgdmbon 2-180°-t6l 0°-ig
valtozhat.

(Konnyt tovabb altalanositani: n-szognél sikon az n-szog belsd szogeinek Osszege

(n —2)-180°-t6l (n — 2)-180°-ig valtozhat, vagyis allandd; gdmbon az n-szog belsd szogeinek
Osszege (N — 2)-180°-tol n-180°-ig, félgdmbon (n — 2)-180°-t6l 0°-ig valtozhat.)

4. Melyik geometria hasznalhato6 a
harom koziil?

Megoldas:

Tekintsiink egy feliiletet. Jeloljik ki harom pontjat, és a pontokat kossiikk Ossze olyan
vonalakkal, amelyeket egyenesnek neveziink. A kapott haromszognek mérjiikk meg belsd
szogeit, és adjuk Ossze a harom szoget. Ha a szogdsszeg éppen 180°, akkor sikgeometridra
van sziikségiink. Ha 180°-nal tobb, akkor gombi geometriat kell hasznalnunk. Ha pedig 180°-
nal kevesebb, akkor Bolyait, Lobacsevszkijt vagy Gausst kell megkérdezniink. Természetesen
eléfordulhat, hogy egyik fizikai jelenséget az egyik geometria, masikat viszont madsik
geometria irja le helyesen.

Ezen a harom geometrian kiviil még nagyon sokféle, mas geometria is felépitheto.



