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TANULOK KONYVE
I. ESEMENY, ESEMENY HATAN
111 1 1 . . _ Ao o . .
1. Az 3°3°2°"19° 20 tortek mindegyikét egy-egy cédulara irjuk. Az igy kapott 19 cédula

koziil egyet véletlenszertien kihtuizunk.

Az A esemény pontosan akkor kdvetkezik be, ha a kihtizott cédulan 1évd szam tizedestort-
alakja véges, a B esemény pedig pontosan akkor, ha a kihuzott cédulan 1év6 szam
reciproka primszam.

I. Hanyféleképpen kovetkezhet be az A esemény?

II. Hanyféleképpen kovetkezhet be a B esemény?

III. Fogalmazd meg, hogy milyen eseményeket jelolnek az alabbi események, és szamitsd

ki, hogy hanyféleképpen kovetkezhetnek be!

a)AB b)) A+B ) A d) AB e) A+B f) AB

2. Hat pénzérmét dobtunk fel. Valaszd ki a biztos és a lehetetlen eseményeket! Valasztasodat
indokold!

a) A fejek szama tobb mint az iradsoké.

b) Nincs fej koztik.

c) A fejek és az irdsok szdma is paros

d) A fejek és az irdsok szama is prim.

e) A fejek szama harommal tobb az irasokénal.

) A fejek €s irdsok szamanak kiilonbsége paros szam.

3. Andrasnak Balazs a kovetkezot ajanlja: O mond két jatékszabalyt, ezek koziil Andras
valaszt, hogy melyik szerint fognak jatszani. (Minden jaték utan van nyertes.)
A szabalyok:
Az els6 szerint mindketten feldobnak egy-egy dobokockat, és Andras nyer, ha kisebbet

dobott, mint Baldzs. A masik szabaly szerint egyikiik harom érmét feldob, és Andras nyer,

ha a fejek szama tobb az irasok szdmanal.

Mit tanacsolnal Andrasnak, melyik szabalyt valassza?

4. Kata harom baratndjét, Annat, Borit és Cilit varja latogatdoba. Jelolje A, B, C rendre azokat

az eseményeket, hogy Anna, Bori illetve Cili meglatogatja Katat!

I. Mit jelentenek az alabbi események: A+ B, A-B, B-C ?
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II. Add meg az eseményalgebra jeloléseivel az alabbi eseményeket!
a) Mindharman meglatogatjak Katat.

b) Baratndi koziil van Katanak latogatdja.

c¢) Legalabb két latogatdja van Katanak.

d) Legfeljebb két latogatdja van .

e)* Pontosan egy latogatdja van.

Az alabbi tiz feladat mindegyikében 4 valasz van, és koziiliikk pontosan egy igaz. Add meg az
altalad igaznak vélt valaszt, €s karikazd be a bettijelét!
Minden feladatban ugyanazt az eseményt jelentik a kovetkezok:

A: Anna szemiiveges; B: Bori szemiiveges; C: Cili szemiiveges.

5. Melyik jel6li azt az eseményt, hogy mindharman szemiivegesek?
a) A+B+C b) A-B-C c) A-B+C

d) Az esemény nem irhat6 fel sem az a), sem a b), sem a c) valasz szerint.

6. Melyik jel6li azt az eseményt, hogy Anna szemiiveges, de Cili nem?
a) A-C b) A-C c) A+C

d) Az esemény nem irhat6 fel sem az a), sem a b), sem a ¢) valasz szerint.

7. Melyik jeloli azt az eseményt, hogy Anna szemiiveges, am Bori ¢s Cili egyike sem?
a) A+B+C b) A-B-C ¢) A-B-C

d) Az esemény nem irhat6 fel sem az a), sem a b), sem a c) valasz szerint.

8. Mit jelent az A(B + C) esemény?
a) Ha Bori szemiiveges, akkor Cili nem.
b) Anna €s a masik két lany koziil az egyik szemiiveges.
¢) A lanyok kozott legalabb két szemiiveges van.

d) Annéval egyiitt legalabb ketten szemiivegesek.

9.Miaz A+ B +C esemény jelentése?
a) Ha Bori szemiiveges, akkor Anna nem.
b) Koziiliik pontosan egy szemiiveges.
c) Legalabb az egyikiik szemiiveges.

d) Vagy csak Anna, vagy csak Bori, vagy csak Cili szemiiveges.
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10. Mit jelent az A - B-C esemény?
a) Anna szemiiveges, a tobbiek nem.
b) csak Anna és Cili szemiiveges.
c) Anna szemiiveges, és Bori és Cili egyike is.

d) koziiliikk pontosan egy nem szemiiveges.

11. Hogyan fogalmazndd meg az A-B-C eseményt?
a) egyikiik sem szemiiveges.
b) pontosan ketten szemiivegesek.
¢) pontosan egy szemiiveges koziiliik.

d) a harom lany kozott van olyan, aki nem szemiiveges.

12. Az A+B+C esemény jelentése:
a) Koziiliikk pontosan egy szemiiveges.
b) Koziiliikk senki sem szemiiveges.
c) Koziiliik pontosan ketten szemiivegesek.

d) Nem felel meg sem az a), sem a b), sem a c) valaszoknak.

13. Mit takar az A+ B +C allitas?
a) Van olyan koztiik, aki nem szemiiveges.
b) Egyikiik sem magas.
c¢) Pontosan egy olyan van, aki nem szemiiveges.

d) Nem felel meg sem az a), sem a b), sem a c) valaszoknak.

14. Jelolje A, B, C, D a kovetkez6 eseményeket: A: Andras ¢hes, B: Balazs €hes, C: Csaba

¢hes, D: Dani éhes. Ekkor az A-B-C-D esemény jelentése:
a) Nincs €hes a fiuk kozott.

b) Van ¢hes a fiak kozott.

¢) Mind a négyen ¢éhesek.

d) Nem felel meg sem az a), sem a b), sem a c) valaszoknak.
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1. LOTTO ES TARSAI

LHUZHATOD!” szerencsejaték leirasa: A szelvényen egy 4x5-6s mezoében 1-20-ig vannak
feltiintetve a szdmok. A jatékosnak a szelvényen hat szdmot kell megjeldlnie. A sorsolason a
20 szam koziil 6 szamot huzunk ki. Nyereményre jogosit az a szelvény, amelyen legalabb 2,

legfeljebb 6 talalatot ért el a fogado.

13 |14 | 15 |16

17 |18 | 19 |20

1. Hatarozd meg, hogy az n darab sorsoldson melyik szam milyen gyakorisaggal fordult el6!

Szam: | Gyakorisadg: | Szam: | Gyakorisdg: | Szam: | Gyakorisag: | Szdm: | Gyakorisag:
1 6 11 16
2 7 12 17
3 8 13 18
4 9 14 19
5 10 15 20

2. Szamold ki, hogy hany szelvény kitdltése esetén lenne biztosan 6 taldlatunk!

3. Ezen a héten egy szelvénnyel jatszom. Mekkora a valosziniisége, hogy a taldlataim szama

a) hat?  b) 6t? c) négy? d) harom? e) kett6?  f) egy? g) nulla?

4. Ezen a héten is egy szelvénnyel jatszom. Mekkora a valoszinlisége, hogy nyertes leszek?

5. Egy barati tarsasag kiilon jatékot jatszik a ,,HUZHATOD!” szelvényeinek felhasznalasaval.
A jatékosoknak most is hat szamot kell megjeldlniiik, de az 6 jatékukban sorsolas a
kovetkezOképpen torténik: Négy szam koziil (I, I1, 111, és IV) htiznak ki hatszor
visszatevéssel egy-egy szdmot. A kihUizott romai szamok a szelvény oszlopait jeldlik.

Nyertes az a szelvény, amelyen a megjel6lt szamok éppen azokban az oszlopokban
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vannak, amelyeket a sorsolaskor kihuztak. P1. Ha a sorsolaskor kihtizott szamok: I, I, IV,

III, III, II., ekkor nyertes szelvény példaul a: 3, 5, 6, 8, 11, 17 szamokkal megjatszott,

hiszen két szam (az 5 és 17) az 1. oszlopban szerepel, ketté(a 3 és 11) a IIL.-ban, egy szam

(a 6-0s) a I1.-ban és egy szam (a 8-as) a IV.-ben. Ha a sorsolaskor hatszor ugyanazt a

szamot huzzak ki, a sorsolas érvénytelen, és ekkor ujbol végrehajtjak a sorsolast.

a) A példaban szerepld sorsolas esetén (I, I, IV, III, III, II) legfeljebb hany kiilonb6z6
nyertes szelvény lehet?

b)* Ha két érvényes sorsolasban a kisorsolt romai szamok csak sorrendben kiilonbdznek,
akkor a két sorsolas azonos. Hanyf¢le lehet az érvényes sorsolasok szama?

¢)* Ha minden héten egyszer sorsolnak, eléfordulhat-e, hogy masfél éven keresztiil nincs
két olyan sorsolas, amelyen azonos a sorsolds eredménye?

d)* Mekkora a valosziniisége, hogy egy sorsolas érvénytelen lesz?
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1. LATOMEZONKBEN AZ OT AZONOSSAG

1. Probald fejben kiszamolni az alabbi kifejezések tizes szamrendszerbeli alakjat!

916 2713
a 3? e) 919
24 12
b) not
2-.3 2
38
92 ey
9 20 10 10
d) 2 213 h) 4 : +49
8.4 4 14

2. Melyik a nagyobb? Dontésedet indokold!

a) 3-4° vagy 11-2"
b) 127 .47 vagy 7%
c) 247 vagy 5%
d) 90* vagy 9.9”
e) 3-2*' +27  vagy 8

6 12
3. Melyik szdm 24. hatvanyaval egyezik meg a i kifejezés?

4. A hatvanyozas azonossagait szamozzuk a kovetkezoképpen:

n n+ a n- N[N n
I.a"-a* =a"* “'a_k:a K I11. a"b" = (ab)
IV, a-:(i) V. @M =a™

b" b

Az aldbbiakban egy-egy kifejezést atalakitottunk a hatvanyazonossagok felhasznalasaval.
Dontsd el, hogy az egyes esetekben mely azonossagokat hasznaltunk fel, és az alkalmazott

azonossag sorszamat ird az egyenlet mellé! (A kitevok egész szdmokat jeldlnek.)

a) 23X — 8X b) 9_3x =3x+2 C) 2X+1 .3X+1 — 6X+1

ﬁ f) 32)(—1 i — 33X—3

d) 52X+1 — 5.25X e) 43)(—1 —
4 9
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2x
g) 4x+1 X 2x — 23x+2 h) 255X — 53)(
. 3) 2(3)* ek gxel _ 2 2
nl2l =202 50% .45 = 23 52
)(2 3\2 D

5. Melyik szam 50-edik hatvanyaval egyezik meg a 32'° -9% - (4/2)'% kifejezés?

2x X+4

6. Mivel egyenly —— 9
gy 4X . 81 X+3

7. Egy apuka a kisfianak szemléltetni szeretné a Naprendszert. A Napot egy kb. 10 cm
atmérdjlii naranccsal modellezi. Ha ugyanilyen aranyban kicsinyitené a Foldet is, akkor
mekkora atmérdjii targyat kellene valasztania? Mekkora sugart korpalyan kellene
mozgatnia a ,,Foldet” a ,,Nap” kortil, ha a Nap—Fold tavolsagot is ugyanilyen ardnyban

szeretné kicsinyiteni? (A kdzepes Nap—Fold tavolsag: 1,496-10° km. A Nap

egyenlitéjének atmérdje: 1,392-10° km, a Foldé: 1,2756-10* km .)

8. Az arany atomjanak atmérdje kb. 3-107° cm.
a) Hanyszor érné korbe a Foldet az egyenlitd mentén az az ,,aranyfonal”, amelyet 1 mol

mennyiségli arany atomjainak ,,szoros”, egysoros egymas utan illesztésével hoznank
1étre? (A Fold sugara kb. 6378 km .)

b) Ha szorosan egymas mellé¢ tekernénk az 1 mol mennyiségli arany atomjaibol készitett
»aranyfonalat” az egyenlitd koré, milyen széles aranyszalaghoz jutnank?
9.Ha 2* =a és 3" =D, akkor mivel egyenl6 36*?
10. Ha 2* =a ¢és 3" =D, akkor mivel egyenlé 4™ +2-6* +9*?

11. Ha 2” =3, akkor mivel egyenl6 (8 —4*)(27* +1)?

12. Ha 3" =2 ¢és 3" =5, akkor mivel egyenlé 3'™ + (3% —3Y)*?
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13. Milyen X egész szamra igaz az egyenlOség?
a) 2X '8X 16X — 44; b) 32010 +91005 +27670 — 3X;
c) 2-52 3.5 —2°.5% =25,

14. A 2-nek hanyadik hatvanyaval egyenl ~2'" ?

15. Az 5% 6todik gydke mivel egyenld?
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Il. TEREMTSUNK RENDET!

1. Az alabbi 4 allitds mindegyike valos szamok hatvanyaira vonatkozik. Melyik allitds hamis?
A: Negativ szamnak értelmezziik a negativ egész kitevojli hatvanyat.

B: Negativ szam nulladik hatvanya pozitiv.

C: Negativ szamnak értelmezziik a 2 kitevdjli hatvanyat.

D: Negativ szdmnak a negativ pératlan kitevdjli hatvanya is negativ.

2. Melyik allitas hamis?
A: Ha egy valos szam megegyezik a (—1)-edik hatvanyaval, akkor a szam abszolutértéke 1.
B: Ha egy valds szam nulladik hatvdnya 1, akkor a szdm nem egyenld nullaval.
C: Ha egy valods szam pozitiv kitevdjii hatvanya nulla, akkor a szdm csak nulla lehet.

D: Ha egy valos szam paros kitevojii hatvanya pozitiv, akkor a szam is pozitiv.

4
3. Hany olyan X egész szam van, amelyre az f(X) = (-5)* kifejezés értelmezhetd?

4. Dontsd el, hogy az alabbi kifejezések koziil melyeket nem értelmezziik! Amelyeket

értelmeztiik, annak add meg a tizes szdmrendszerbeli alakjat!
-3 -3 1 L 0,1
(__1) » _l 9(\/5)49 _l 33_ l 39 2_1 572.0
2 2 2 8 3

5. Az alabbi 6t egyenlet koziil valaszd ki azokat, amelyek minden pozitiv valds szamra

teljesiilnek! Dontésedet indokold!

1

a) x> =3/x b) (—x)* =3/=x ) X = x*
d) (x*)? = x> e) 5% =425

6. Ot kartya mindegyikére egy-egy kifejezést vagy relaciojelet irtunk. A kartyak a

kovetkezok:

4
x2 3 X <
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A kartyakat két dobozba helyezziik el. Az 1. dobozba a kifejezéseket, a 2. dobozba a
relacigjeleket. El6szor az 1. dobozbdl huzunk egy kartyat, lerakjuk az asztalra, majd a
2. dobozbol egy kartyat, és az el6bbi mellé, jobbra helyezziik. Végiil ismét az 1. dobozbdl
huzunk egy kartyat, és azt a relacidjeles kartya utan rakjuk.
a) Hany kiilonb6z6 egyenletet, illetve egyenldtlenséget kaphatunk igy?
b) Oldd meg az igy kaphat6 egyenleteket a valos szamok halmazan!
¢) Oldd meg a valos szamok halmazan a kovetkez6 egyenldtlenségeket:
D x*>x’; ) x* >x*; ) x> <x*.
d) Vazold egy koordinata-rendszerben az f(x) = x>, g(x)=x",és h(x)=x" fiiggvények
grafikonjat a [-1,5;1,5] intervallumon!
e) Vazold a d) feladatban mar felvett koordinata-rendszerben az alabbi fliggvényeket is!

j(X)=\/;,ahol XE[O;2%j|; k(X)=3\/;,ahol Xe[—3§;3§}

m(x) = 4/x , ahol X e {0;5%}.
Valaszd ki az f, g, h, j, k és m fiiggvények koziil az inverzparokat!
f) Irj fel olyan egyenlStlenséget az e) feladatban megadott fiiggvények kifejezéseinek

felhasznaldsaval, amelynek a megoldéshalmaza:

i [0;1]; i) J0;1]; iii) {0}u[L+eo .
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1. CSAK EXPONENCIALISAN!

A kutatomunka sordn gyakran el6fordul, hogy a mért adatokat egy fiiggvénnyel probaljak
kozeliteni. Természetesen véges sok adat esetében a feladat nem egyértelmii. Ezen a
foglalkozason ilyen jellegli feladatokkal is foglalkozunk. A megoldas soran mdéd nyilik az

exponencialis fiiggvény egyik nagyon fontos tulajdonsagéanak a felismerésére is.

crer

alland6 hémérsékleten.

Akoncentracié (mol/dm®)

0,9+

0,8+
0,6+
0,4+

0,3+

0,24

0,1+

idd (sec)
: -

—0

( 500 1000 1500 2000 2500

a) A grafikon alapjan lehetséges-e, hogy a folyamat exponencialisan zajlott le?

crer

részlete.

1d6 (sec) 0 750 | 1500 | 2250

mol
Koncentrécié( OSJ 1 0,5 0,25 0,15

dm

b) A jegyz6konyvi adatok alapjan mondhatd-e, hogy a folyamat idében exponencialisan

zajlott le? Miért?
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2. Az alabbi tablazat egy laboratériumban végzett kisérlet mérési adatait tartalmazza.

A folyamat indulasatol 1 2 3 4 5 6
eltelt ido (percben):

Mért adatok: 0,601 | 0,359 | 0,216 | 0,130 | 0,078 | 0,047

A kisérlet tobbszori elvégzése utdn a kisérletet végzd kutatd azt sejti, hogy a folyamat

idében exponencidlisan zajlik le.

a) A latott adatok mennyiben tamasztjak ala a laboratorium vezetdjének sejtését?

b) A Kkisérletet végzd kutatd ugy gondolta, hogy két exponencialis fiiggvény johet
szamitasba: f(x)=0,6" és g(x)=0,601". Vizsgald meg mindkét fiiggvény esetében,
hogy ha a folyamatot a megadott fliggvény irja le, mekkora az eltérés a mért adatok és a
fliggvény értékei kozott? Az eltérést tizezredekre kerekitett fliggvényértékekkel szamold
ki!

Az eltérések ismeretében, a kisérletezd személy helyében melyik fiiggvényt

valasztanad?

3. Egy kutatdintézetben azt tapasztaltdk, hogy a K ndvény hajtasanak hosszat az elsé két
napon a h(t) =0,02-10%"" (mm) képlet adja meg, ahol t értékét 6raban mérték.
a) Milyen hosszl volt a hajtas a megfigyelés kezdetekor?
b) Mennyit nétt az els6 napon?
¢) A megfigyelés kezdetekor mért magassagnak hanyszorosat érte el a novény hajtasa a
masodik nap végén?
Ugyanebben az intézetben, a K ndvény vizsgalataval egy idében egy H ndvény hajtasanak
novekedését is mérték. Ennél a ndvénynél azt tapasztaltdk, hogy a hajtdsdnak hossza
idében a d(t) = 0,4-10%"" képlet szerint valtozik az elsé két napon (az idét itt is 6rdban, a
hosszt mm-ben mérték).
d) Add meg képlettel, hogy t 6ra mulva hanyszorosa a H novény hajtdsdnak hossza a
K névényének! (0 <t <48)
e) Mikor lesz a két ndvény azonos magassagu?
4. Ebben a feladatban egyenletet, illetve egyenldtlenségeket kell gyartani. Minden esetben
hasznald fel mindkét, adott grafikont fiiggvény képletét!
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3 2 1 ) 1 2 3

|
a) Melyik két exponencialis fliggvény grafikonja lathato az abran! A fiiggvényeket add
meg képletiikkel!
b) Irj fel egy olyan egyenletet, amelynek a megoldashalmaza a {0}!
c) I1j fel egy olyan egyenlétlenséget, amelynek a megolddshalmaza az R halmaz!
d) Irj fel két olyan egyenlStlenséget, amelyek mindegyike pontosan akkor teljesiil, ha
x [~ 2;-1]!
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I1l. EGYENLOTLENEK KUZDELME

Az egyenldtlenségek megoldasa jo lehetdséget nyujt a kiillonbozd tananyagrészekben szerzett
ismeretek alkalmazasara. Kiilondsen alkalmas az egyes fliggvények monotonitasarol tanultak
hasznositasara és az algebrai ismeretek elmélyitésére. Ezen a foglalkozason elsdsorban

exponencialis egyenldtlenségeket oldunk meg.

1. Vazold az alabbi egyik koordinata-rendszerben az f(x)=0,5", a masikban a g(x)=3"
(x € R) fliggvény grafikonjat! Valassz véletlenszertien két-két pontot a grafikonok pontjai
kozil! Jelold a kivalasztott pontok elsé koordinatajat x,-gyel, illetve X,-vel! Hogyan

jeldlnéd a pontok masodik koordinatajat az egyik, illetve a masik esetben? Fejezd be a

kovetkezd megkezdett mondatokat:
»Ha X, <X, ,akkor...”
,,0,5" > 0,5 pontosan akkor, ha ...”

,Ha 3% >3 akkor....”

V& 1V &

£

2. Mekkora a valdszinlisége, hogy ha véletlenszerlien vélasztunk egymas utan két kifejezést
az alabbiak kozil, akkor az elsdnek valasztott kifejezés értéke kisebb minden negativ

X szam esetén, mint a masodiknak valasztott kifejezés értéke?

3. Egy el6z6 foglalkozdson mar ,talalkoztunk” egy K névény hajtdsanak hosszat megado

képlettel: h(t) =0,02-10%°", és egy H ndvény hajtasanak hosszat megadoéval:
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d(t) =0,4-10""". Mindkettében a hosszat mm-ben, az id6 t értékét oraban mérték.

A megfigyelést két napon keresztiil végezték.

a) A megfigyelés kezdetétdl szamitva melyik ndvény hajtadsa hany teljes 6ran keresztiil volt

rovidebb a masikénal?

b)* A megfigyelés kezdetétdl szamitott hanyadik 6rdban volt a ndvények hajtashosszanak

kiilonbsége kb. % mm?

4. Oldd meg a valés szamok halmazan a 5-0,2 < 0,04>X * egyenlétlenséget!

(Segitség: 0,04 =0,2°)

5. Oldd meg a valés szamok halmazan a 0,04 —0,2"" +5' < 625 egyenldtlenséget!

(Segitség: 0,04 =0,2" és 5=0,2" vagy 02=5", 0,04=57))

6. Oldd meg a valés szamok halmazan a 4/1—0,75*"" - (2 3 _ 0,25) <0 egyenlbtlenséget!



4. MODUL

Készitette: Kovacs Karolyné
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Il. EGYENLET ITT IS, OTT IS

1. Az alabbi tablazat bal oldali oszlopaban taldlhatdo egyenleteknek, egyenldtlenségeknek
keresd meg a megoldashalmazat a tablazat jobb oldali oszlopaban! Valasztasodat indokold!

A lgx+1g2=-1 a: {16}
B: Ig4+1g25=1gx’ b: -1}
C: log,(x+2)—log,2=2 c: {}
D: log, x*> +log, x* >0 d: R
E- logo’s(xl+16)+10g0,5 8 _ o {30}
085 X
F: log, x < log, X f: |- oo;—1] U [1;4+00]
:
G: log, (2" —4*)=x-log, 4 {L}
20
H: 1g(x* +1)—1gx* >1 h: [15400]
I: 1g(x? +2) +1g(x* +1) < Ig(x* +3x> +2) . {_i;o{u}o;ﬂ
J: 98X 41 2x +1=0 j: {10;-10}

2. Kapcsold 0ssze az els6 két kifejezést a négy alapmiivelet valamelyikével, s az igy kapott

kifejezést tedd egyenlévé 1-gyel! Oldd meg az Osszes igy kaphatd egyenletet a valos

BN

3. Oldd meg a valos szamok halmazan az alabbi egyenleteket és egyenldtlenséget!

szamok halmazan!

lg x

Ig (x + 3)

a) loglog,, x+log,, log,, Xx+1,5=0; b) %lg2 X—1g2yx” +2+1g20=0

) log, (2% +2-4*")>0; d)*x_g524;

2
e)* Hatarozd meg a koordinatasikon azon (X;y) koordinataju pontok halmazat, amelyekre

lo log, X
x &Y Ly 8% o teliesiil!
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I1l. ALKALMAZZUK AZ ISMERETEINKET!

1. Andrés a szamitogép szamologépével végzett kisérleteket. Beirt egy pozitiv szamot, majd
egymas utan annyiszor nyomta be a szamologép log gombjat, amig a gép ki nem irta, hogy
»A bevitt adat érvénytelen”. Minden egyes szdm esetén feljegyezte, hogy hanyadik
1épésben jutott az ,.érvénytelen” kiirashoz.

a) Végezz ilyen kisérleteket a sajat szamoldgépeden! Mit tapasztaltal?

b) Andréas beirta a 10'% szémot. Ezzel a szdmmal végrehajtva a kisérletet, hanyadik
Iépésben jutott eldszor az érvénytelen kiirashoz?

Andréas azutan egy elég sokjegyll szdmot a kovetkezOképpen hozott 1étre: sorban, egymas

utan beirta 1-t8l 20-ig az dsszes egész szamot. Az igy kapott szamot jeldljiik n-nel.

¢) Hany szamjegytli az n szam?

d) Ezzel a szammal milyen eredménnyel végzodott a kisérlet?

e) Melyik az a legnagyobb n szam, amelyre 1g 1g 1g lg n értelmezhetd, de Ig Ig Ig Ig Ig n

mar nem?
2. Hany szamjegybél all a 3'% tizes szamrendszerbeli alakja? Mi a szam utols6 szamjegye?

3. Andrés testvérének sziiletésekor sziileik 500 000Ft-ot lekotottek egy banknal. Feltételezve,
hogy 18 éven keresztiil nem valtoztatja meg a bank az éves kamatlabat, évi hany
szazalékos kamat esetén kétszerezddik meg a betett 6sszeg 18 év elteltével? (Minden év

leteltekor az éves kamatot a t0kéhez csatoljak.

4. Ha a pozitiv szamoknak csak a pozitiv kitevéji hatvanyait értelmeztiik volna, akkor milyen

szamoknak nem lenne 10-es alapu logaritmusa? Ekkor milyen szdmoknak lenne 0,5 alapu

logaritmusa?

5. Az ABC haromszog csucspontjainak koordinatai: A(Ig8;1g2), B(lg4;1g2) és C(lg4;lgl6)

Mekkora a haromszog tertilete?
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6. Hatarozd meg a [—3 ; 3] intervallum legbdvebb részhalmazat, amelyen értelmezhetok az

alabbi kifejezések!
1 ,

a) f(x)=10'8 *; b) g(x) = 1g10%; ¢) h(x) =102
A kapott halmazon értelmezett f, g és h fliggvényeket abrazold egy-egy derékszogii

koordinata-rendszerben!
YA 1y YA

¥ &

[o] 1 [ | L [ [of 1 [ | | [ [o] 1

7. Fejezd ki az alabbi képletekbdl az A valtozot! (A, B és t pozitiv szamot jeldlnek)

1
— — 2lgB+—I1gA

=t
Igt
Ha B =2, akkor a t valtozo milyen értéke esetén lesz a harom képlet koziil az elsében a

legnagyobb az A értéke?

8. Szadmologép haszndlata nélkiill dontsd el, hogy melyik szdm a nagyobb! Dontésedet
indokold!
a) log, 5 vagy logs 16

b) log, 71 vagy 1-log,3



Készitette: Kovacs Karolyné
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I. MERRE?

1. Jelolje A és B egy 10x10-es négyzet két atellenes csticsat! Told el az A pontot egymas utan
valamilyen sorrendben az alabbi vektorokkal!
a(6;-2), b(-7:-1), ¢(0;-8), d(42), e(-3;1), £(7:-1), g(3;-1)
a) Az eltolasoknak van-e olyan sorrendje, amely az A pontot nem a B pontba viszi?
b) Megadhat6-e az eltoldsoknak olyan sorrendje, amelyek soran az A pont nem hagyja el
egyszer sem a négyzetlapot?

A

B

—

2. Az ABCDEFGH téglatest A csucsabol indulo élvektorokat jeldljiik a kovetkezOképpen:

AB=a, AD=b és AE =c.
Told el az A csticsot
a) a BCGF oldallap K kozéppontjaba!
b) a HG ¢l L felez6pontjaba!
c¢) a HF lapatlé H-hoz kozelebbi P harmadold pontjaba!

Add meg mindharom esetben az eltolas vektorat az a, b ¢és ¢ vektorokkal!

3. Az ébran lathat6 hat vektorral megadott eltoldsok koziil valaszthatunk-e olyanokat

(barmelyiket legfeljebb egyszer), amelyek egymas utani végrehajtasa a P pontot
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a)a P; pontba viszi?
b) a P, pontba viszi?

c)a P3 pontba viszi?

P l

P

4. Az a(2;0) vektorhoz adj meg koordinataival egy olyan b vektort, amelynek a hossza 2
egység, tovabba a) |a + b| =0 b) |a — b| =0 c) |a + b| =2

d) |a—b|=2 e) |a+b|=5

5. Egy hangya sétdjat kovetjiik nyomon. Az egyszeriiség kedvéért koordinatasikon adjuk meg

a mozgasat. E16szor az origobdl a P (6;8) pontba maszott el egy egyenes szakasz mentén.

Itt a menetiranyahoz képest +90° -kal elfordult, és ebben az iranyban fele akkora hosszu

szakasznyi tavolsagot ment, mint az eldz8ben. fgy a P, pontba jutott. Itt ismét elfordult a
menetiranydhoz képest +90°-kal, és ebbe az irdnyba a PP, szakasz hosszanak felével

megegyez6 tdvolsigot megtéve a P; pontba jutott. Még egyszer elfordult +90° -kal, ismét
az el6z6 szakaszban megtett tavolsag felével egyenes uton haladt, és igy a P, pontba
érkezett.

a) Mennyi utat tett meg 0sszesen a hangya, amig az origobol a P, pontba eljutott?

b) Hatarozd meg az egyes fordulépontok koordinatait!
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¢) A hangya végiil kiindulépontjahoz képest mennyit mozdult el?

6. Egy négyzet két szomszédos csucsa: A(—1;4), B(5;2) . Hatdrozd meg a négyzet tovabbi két

csucsanak (C és D) koordinatait!

7. Egy, a DAMA jatékhoz hasonlé jatékot négyzethalos papiron jatszanak. Az egyik jatékos
babui feketék, a masiké pirosak. A babuk csak a nagy négyzet oldaldn és a belsejében 1évo
racspontokon allhatnak, vagy azokra 1éphetnek. A babuk a jatékmez6bdl nem léphetnek ki.
Az egyik jatékos (pl. a fekete babuval jatszo) a masik jatékos piros babujat leveheti, ha a
fekete babuval tud Ggy ugrani, hogy a kiindulasi pont és az érkezés pont altal
meghatarozott szakasz felezépontjaban van az ellenfél piros babuja. Innen a fekete babu
tovabb is ugorhat, ha az 0j helyzetben ismét talal egy olyan piros babut, amelyet az el6bb
megadott modon at tud ugrani. (Természetesen ugyanilyen szabaly szerint veheti le a piros
babus jatékos is a masik jatékos fekete babujat.

Az alabbi abran lathato helyzetben mar csak egyetlen fekete babu van és 5 piros. Most a
fekete babu Iépése kovetkezik. Talald meg a fekete babunak azt a Iépéssorozatat, amely

soran minden piros babut le tud szedni!

o]
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Il. KET VEKTORBOL EGY SZAM

Gyiijtsiik 0ssze két vektor skalaris szorzataval kapcsolatos ismereteinket!

1. Jeldlje i és j a bazisvektorokat!
a) Szamitsd ki haromféle modon a (i — j)-i skalaris szorzatot!
b) Ha a=4i-3j és b =6i+8j, akkor ab="7?
c) Az a=4i-3j és b = 6i+8j vektoroknak mekkora a hossza?
d) Mekkora a hajlasszoge a ¢(5;—-12) és d(2;4) vektoroknak?
e) Ha az E pont helyvektora e(3;—4), az F pont helyvektora pedig f(—1;—8). Mekkora az

_)
EF vektor és az i bazisvektor hajlasszoge?

2. Matematika 6rdn a tanar 4 cédula mindegyikére felirt egy-egy koordindtdival megadott
vektort, és a céduldkat egy dobozba tette. A dobozbol a csoport minden tagja kihuzott
visszatevéssel két cédulat. (Azaz a masodik cédula huzasa el6tt minden tanulonak vissza
kellett rakni a dobozba az els6ként kihuzott cédulat.)

a*) A végén kidertlt, hogy nem volt két olyan huizas, amikor ugyanakkora szdm lett volna
a skalaris szorzat. Legfeljebb hany tagja lehetett a csoportnak?

b) Egy alkalommal a céduldkon a kovetkezd vektorok voltak. Ekkor legfeljebb hany tagja
lehetett a csoportnak?

a(— 6; 4) b(-2; 3) d(1; 4)
c(—8;—12)

c¢) A b) feladatban megadott vektorok esetén hany huzas esetén kaphatunk olyan

vektorokat, amelyek hajlasszoge - 0°-0s?
- hegyesszog?
- derékszog?

- tompaszog?
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Nehezebb feladatok

3. Dontsd el, hogy az alabbi vektorok koziil melyek merdlegesek egymasra!

a(W2;-4),  b(cos30°;sin30°), c(—/48;-6), d(+/32;2),  e(—4/3:12).

4. Az abran lathatdo szabalyos haromszog oldalanak hossza 2 egység, S a haromszog
sulypontja, H a BC oldal B csucshoz kézelebbi harmadold pontja, F pedig az AB oldal

felezépontja.

A F B

Hatérozd meg az aldbbi m6édon megadott szamok pontos értékét!

- - - - - S\ o
a) AB-BC; b) AB-CS; c) | AB+ AC |-BC;

> S\ - - o
d) | AB+ AC |- AS; e*) AH-AB.

5. Az abréan lathato kocka é€leinek hossza 10 egység. A kocka A csucsabol induldé harom

- - -
élvektor: AB=a, AD =b és AE =c. Szamitsd ki az alabbi skalaris szorzatokat!

-

a) DH-BC;  b) DG-a; c) AF-FC; d) AG -AC.
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6. Az a, b és ¢ egysiku vektorokrdl a kdvetkezdket tudjuk:

= Az a vektor hossza /3 egység, a b vektoré 3 egység;
= gy nullvektortol kiilonb6zd ¢ vektor hajlasszoge az a vektorral 30°, a b vektorral
pedig 120°-0s szdget zar be.

Bizonyitsd be, hogy az a+b vektor merdleges a ¢ vektorra!

7. Rajzold fel a koordinatasikon azt az e egyenest, amely atmegy az A(l;—4) ponton, és
merdleges az n(3;2) vektorra!

Milyen moédszerrel dontenéd el, hogy rajta van-e a B(1001;—-1504), illetve C(%;—%}

pont az € egyenesen?






6. MODUL

Készitette: Kovacs Karolyné
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I. ALAKZAT ES EGYENLET

1. Keress a koordinatasikon legalabb 8 olyan pontot, amelyeknek
a) legalabb az egyik koordinatdja nulla!
b) az ordinatdja (masodik koordinatdja) (—3)-szorosa az abszcisszajanak (elsd koordinata-
janak)!
c) a két koordinatajuk abszolutértéke megegyezik!
d) az abszcisszajuk 2-vel nagyobb az ordinatajuknal!
Mit gondolsz, ha mindegyik esetben a sik 0sszes megadott tulajdonsagu pontjat meg tud-

nad keresni, akkor a kapott ponthalmaz milyen alakzatot alkotna?

2. Keress olyan (X;Y) koordinataju pontokat, amelyek koordinatai kielégitik az alabbi egyen-

letet! a) (X—2)(y+3)=0; b) xy = xy>.

3. Pista a kovetkez6 feladatot kapta: Hatarozd meg, hogy milyen alakzatot alkot az olyan

(X;y) koordinatdju pontok halmaza, amelyek koordinataira igaz az y2X =3x° y egyenlo-
ség!

Pista a kovetkezOképpen jart el: Elosztotta az egyenlet mindkét oldalat Xxy-nal. Igy az
y =3x egyenlethez jutott. Azt allitotta, hogy a keresett ponthalmaz azon pontok halmaza,

amelyeknek masodik koordinataja 3-szorosa az elsé koordinatdjuknak. Ezek a pontok egy
olyan egyenest alkotnak, amely athalad az origon és a meredeksége 3. Tehat ez az egyenes
a keresett ponthalmaz.

Kati szerint Pista nem helyesen oldotta-e meg a feladatot.

Dontsd el, hogy igaza van-e Katinak! Dontésedet indokold!

Hogyan oldottad volna meg Pista feladatat?

4. Milyen alakzatot alkot a sik 6sszes olyan pontja, amelyek (X;Yy)koordinatait behelyettesitve

az alabbi egyenletbe, fennall az egyenldség!

a) 22, b) y2 = 2xy; ¢) x2 —2xy + y2 =9;
Xy

o =D -200-4) _

o1 ; e)ﬁ:«/2—3x.
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5. Rajta van-e a P pont a kovetkezd egyenlettel megadott alakzaton?

a) x> —xy=2% és P(3;%); b) y=x>—X é P(2:6);

0) Y -x> =x—4 é P(2:8).

6. Van-e az y tengelyen pontja a kovetkezd egyenlettel megadott alakzatnak? Ha igen, add

meg a pontot a koordinataival!

a) 3X—2(y +3X)=4; b) yZ +y(x—1)=x>+2.

7. A kovetkezd egyenlettel megadott alakzatnak van-e pontja az x tengelyen? Ha igen, add

meg a pontot koordinataival!

a) 3X—2(y +3X) = 4 b) (1-x)cosy = x> +y% —1.



38 MATEMATIKA ,C”  11. EVFOLYAM TANULOK KONYVE

ILITT IS, OTT IS EGYENES

1. Valaszd ki a megadott vektorok koziil azokat, amelyek normalvektorai az egyenletével
megadott e, f, illetve g egyenesnek! Dontésedet indokold!
a(l,2); b4,-2); c¢(-2,1); d(-1,2); h(-2,-4); k2,1); p(0,2,-0,1); gQ2mn).
x-1_5-3y.

4x -1
= ; f: N . 61'X'3 +4 :O-
y 5 > 3 g: 6( )-3(y+4)

€:

. X
2. Mennyi az 3 +% =3 egyenletli egyenes meredeksége?

3. Dontsd el, hogy igazak-e az alabbi allitasok! Dontésedet indokold!
a) Az ABC haromszog C cstcspontjan atmend magassagvonaldnak egyenlete
4x -2y =-3,ha A(L;7), B(-1;8)¢és C(5;-9).
b) Az ABC haromszog egyik oldalanak felezopontja K(5;—2), ha A(6;3), B(L;5) és
C(4-7).
c) Azy =2x—-4 és 3y +6X = -4 egyenletek egy paralelogramma szemkdzti

oldalegyeneseinek egyenletei.

d) Az ABC haromszog egyik oldalegyenesének egyenlete 2x —7y =4, ha A(3;-1),
B(2;0) és C(—4;-3).

e) Az ABC haromszog egyik oldalfelezé merdlegesének egyenlete 5Xx —6y =—113, ha
A(-100;5), B(2;73) és C(62;1).

4. Egy rombusz atléinak metszéspontja: K(-3;2); egyik csticspontja A(2;4).
a) Ennyi adatbdl a rombusz milyen tovabbi adatai hatarozhatok meg egyértelmiien?
b) Elaruljuk a rombusz A csticsan atmend egyik oldalegyenesének egy pontjat is:

P(11;—4) . Mekkora a rombusz teriilete?
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5. Tiikrozd az X tengelyre €s az y tengelyre is
a) a P(3;-2) pontot; b) az AB szakaszt, ha A(2;-1) és B(6;2);
c)az Yy =2X+3 egyenletii e egyenest; d)a 4x+3y =8 egyenletli f egyenest!

frd fel az e, illetve f egyenes tiikorképeinek egyenletét!
Az AB szakasz egyenlete: 3x —4y =10, ahol 2 < x < 6. Ird fel az AB szakasz tiikorképei-

nek egyenletét!

6. Told el a3x—4y +8 =0 egyenletii e egyenest
a) a k(3;2) vektorral; b) a p(8;6) vektorral;
c) az e egyenesre merdlegesen 6 egységgel!

frd fel az eltolassal kapott alakzat egyenletét!






/. MODUL

Készitette: Kovacs Karolyné
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I. SEGITSEG

1. Derékszogli haromszog befogdi 5 cm és 12 cm hossztiak. Mekkora a haromszog koré irt
kor sugara?
2. Szerkeszd meg az ABC haromszog kortilirt korét!

C

3. Szerkeszd meg a kor

a) egy tetszéleges H pontjaban a kor érintdjét;

b) P ponton atmend érintdit!

e

4. A 8 cm sugaru kor K kézéppontjatol 17 cm tavolsagra megjeldlt P pontbol milyen hossza
érintészakasz huzhat6?

5. Ismét adott az eléz6 feladat K kdzéppontu kore és a P pont. Forgassuk a PK egyenest pozi-

tiv iranyba! Jeloljiik az & szoggel elforgatott egyenest e-vel. (0° <& <180°, hiszen 180°-

os elforgatasnal mar az elforgatott egyenes ujra a PK egyenessel esik egybe.) Az ¢ milyen
értéke esetén  a) metszi; b) érinti;

c) kertili el az e egyenes a kort?
A hajlasszoget egész fokra kerekitve add meg!
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6. Adott egy K kdzéppontu kor, és annak kiils6 tartomanyaban egy P pont. Szerkeszd meg azt

az egyenldszara ABP haromszoget, amelyben AP =BP, ¢és az adott kor a haromszog beirt
kore!

e

7. Szamitsd ki, hogy milyen hosszu az el6z0 feladatban megszerkesztett ABP egyenldszara

haromszog AB alapja, ha az adott kor sugara 5 cm és PK =13 cm!

8. Tekintsiik azokat a koroket, amelyek atmennek az A ¢s B (kiilonb6zd) pontokon. Milyen

alakzatot alkot e korok kozéppontjainak halmaza?
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9. Az adott szOgtartomanyba szerkessz olyan adott r sugart kort, amely érinti a szog szarait!

10. Mi azon 2 cm sugaru korok kozéppontjainak halmaza, amelyek az egymasra merdleges e

és f egyenes koziil legalabb az egyiket érintik?

J
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11. Adott az abran lathato kor és egyenes. Szerkeszd meg a kor azon érintdit, amelyek
a) parhuzamosak az adott egyenessel!

b) merdlegesek az adott egyenesre!
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1. LATOMEZONKBEN A KOR

1. Hatarozd meg azt az alakzatot, amelynek az egyenlete (Vigyazz!):

) x2+y2=10x-6y+2; by x>+y2=6x; ) x> +y%—6x-2y+10=0;

d) 4x2 —2y =12 =0; SRALERS
2-X Yy

. Hatarozd meg az X2 + y2 +4x -8y +13=0 egyenleti korrel koncentrikus, feleakkora

sugart kor egyenletét!

. Titkrdzd az x> + y2 —6X -2y —6=0 egyenletli kort az X tengelyre, majd annak képét az y
tengelyre! Végiil az igy kapott kort az y = —X egyenletii egyenesre! Ird fel az egyes transz-

formaciok végrehajtasaval kapott alakzat egyenletét!

. {rd fel azoknak a koroknek az egyenletét, amelyek érintik az X tengelyt a (2;0) koordinata-

ju pontban, ¢s 3 a kozéppontjuk masodik koordinatdjanak abszolutértéke!

. {rd fel azoknak a kordknek az egyenletét, amelyek érintik mindkét koordinatatengelyt, és a

sugaruk 4 egység!
. Hol metszi az y = x egyenletli egyenes az (X — 4)2 +(y— 3)2 =25 egyenletli kort?

 ird fel az (x — 4)2 +(y - 3)2 =25 egyenletli kornek a koordinata-rendszer origdjan atmend

érintéjének egyenletét!

. 1 .
. Kicsinyitsd az (x — 4)2 +(y— 3)2 =25 egyenletii kort a (0;0) pontbol 3 aranyban. Ird fel
a kapott alakzat egyenletét! A transzformacid végrehajtdsaval hanyszorosara valtozott a kor

terilete?

. Az ABC haromszog csticsainak koordinatai: A(0;3), B(—4;0) és C(0;0). ird fel a harom-

sz0g koriilirt korének egyenletét!
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1. ERINTI?

1. Hany ko6z0s pontja van az x2 + y2 = 8X egyenletli kornek az y = 2x egyenletli egyenes-

sel?

2. ird fel annak az origd kozéppontd kornek az egyenletét, amely érinti a 2X—y+5=0

egyenletli egyenest!

3. A g egyenes merdleges a 3Xx -2y +20 =0 egyenletli e egyenesre. A két egyenes metszés-
pontja P(-2;7). A K(-1;2) kozéppontu kor érinti mind a két egyenest.
a) Ird fel a g egyenes egyenletét!
b) Hatarozd meg az e és g egyenesek altal alkotott szogek szogfelezdinek egyenletét!

c¢) Hatarozd meg az adott kozéppontt kor egyenletét!

4. Ha az X tengelyt forgatnadd a koordinata-rendszer origdja koriil, az elforgatott egyenesek
koziil melyek keriilik el, érintik, illetve metszik az (X—lO)2 +(y—5)2 =25 egyenletli

kort? Add meg egyenletével a kérdezett tulajdonsagu egyeneseket!

5.* Hatarozd meg annak az X tengelyt érintd kornek az egyenletét, amelyik athalad az

A(-9;5) és B(-1;9) pontokon!

6. Ird fel az (x — 4)2 +(y+ 2)2 =25 egyenletii kornek a 4Xx+ 3y = —40 egyenletii

a) egyenessel parhuzamos é€rintdit!

b) egyenesre merdleges €rintdit!

2

7.* Mi az egyenlete annak a kornek, amely beliilrdl érinti az X~ + y2 =25 egyenleti kort a

P(—4;3) pontban, €s érinti az y tengelyt!

8. Mi azon pontok halmaza a koordinita sikon, amelyekbdl az (X+7)2 +(y—3)2 =25

egyenletli korhoz huzott érintészakaszok hossza 12 egység?
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IV. PONTHALMAZOK

1. Az ABC derékszogli haromszdg két csucsa rogzitett: A(—2;3) és B(4;1). Hatdrozd meg

egyenletével azon pontok halmazat, amelyek barmelyike a haromszog harmadik C csucsa

lehet!

2. Egy egyenldszarti haromszog egyik szaranak végpontjai A(4;2) és B(—1;6). A haromszog
harmadik csucsat jeloljiik C-vel. Hatarozd meg a lehetséges C pontok halmazat! Add meg a

ponthalmaz egyenletét!

3. Egy haromszog két csucsa A(l; O) és B(S; O). A haromszog harmadik csticsa az y = X
egyenletli egyenesen mozog.
a) Valassz ki a lehetséges haromszogek koziil harmat, és hatarozd meg a kivalasztott ha-
romszdgek stlypontjanak koordinatait!

b) Hatarozd meg egyenletével az 0sszes ilyen haromszog sulypontjanak halmazat!

4. Az A(0;0) ponton at rajzolj egy tetszéleges m = 0 iranytangensii egyenest, a B(6;0) pon-
ton at pedig egy 2m iranytangensiit. Jelolje C a két egyenes metszéspontjat.

a) Toltsd ki az alabbi tablazat hianyz6 helyeit!

m értéke -2 -0,5 1,5 2 3

C pont koordinatai (12;-4)

b) Hatarozd meg egyenletével a C pontok halmazat!

5*. Egy 10 dm hosszli, vékony, elhanyagolhaté tomegili madzag két végére egy-egy azonos
tomegli kis targyat erdsitiink. Az egyik kis targyat (tomegpontot) egy sima asztalra he-
lyezziik. A madzagot kicsi csigan atvetve, annak masik vége szabadon mozoghat. Kezdet-
ben az asztalon 1évo tomegpont a lehetd legtavolabb (10 dm-re) van a kis csigatol.
Hatdrozd meg a két tomegpontbol all6 rendszer tomegkdzéppontjanak palyajat, mikdzben

a tomegpont lecstszik az asztalrol!
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6. Adott az A(0;0) és B(6;0) pont. Mi azon pontok halmaza a koordinatasikon, amelyeknek

az A ponttol mért tdvolsaga kétszerese a B ponttol mért tavolsdganak?

7. Jelold meg a koordinatasikon az A(1;0) pontot és az X =1 egyenletli e egyenest! Hatarozd
meg azon pontok halmazat a koordinatasikon, amelyeknek az A ponttol mért tdvolsaguk

négyzetének szdmértéke megegyezik az e egyenestdl mért tavolsagukkal!






8. MODUL

Készitette: Kovacs Karolyné
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I. VEKTOROK ES SZOGFUGGVENYEK?

1. Adottak az i és j bazisvektorok (|i| = |j| =1). Forgasd el az i vektort a megadott szoggel! Az

elforgatott vektor melyik siknegyedbe keriil? Milyen eldjeli a kapott egységvektor elsd
koordinataja?

a) 1610°; b) —400°; c) 477[; d) -3; e) 13.

2. Ertelmezd a kovetkez6 kifejezéseket!

c0s253°; cos(—93°);sin1224"; sin180°; sin(—%); tg(135° —=3-360°); cosl,5.

3. Szerkeszd meg a kovetkez6 3 vektort!

e(l;-3); g =(cos210°)i+(sin210°)j; K(cos(=330°); 2-sin(-330°")).

crer

hasznalata nélkiil) allapitsd meg a kovetkezd szamok eldjelét!
a) sin(-97°) c) tg(—4) e) sin3—cos3

b) cos(2 +37) d) ctg512° f) sin® 3+ cos’ 3

5. Mekkora az a(—2;3) vektor legkisebb pozitiv irdnyszoge?
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6. a) Az e egységvektor els6 koordinataja cos130°. Add meg az e vektor Osszes iranyszogét!
b)* Egy k egységvektor elsé koordinataja sin(— gj Mekkora szoggel forgathato el az i
bazisvektor, hogy az elforgatott vektor a kK vektor legyen?

7. Dontsd el, hogy az alabbi egyenldségek koziil melyek teljesiilnek tetszdleges k egész szam
esetén!

a) sin(—150° + k - 360°) :%

%, ha k 3 - mal oszthato.

b) cos(60° +k-120°) = —%,ha k paratlan szam.

—1, ha k paros szam.

c) sin®(135° +k -180°) :%

d) tg20° = ctg(~160" +k - 360°)

8. a) Szerkeszd meg azokat az egységvektorokat, amelyek masodik koordinataja (— %) !

b) Ertelmezd a sinx = —% egyenletet, ahol x fokokban mért szoget jelol!
¢) Add meg az egyenlet megoldasait a [2000°; 2300 °] intervallumon!
d) Add meg a [-560°; —200°] intervallumon a megoldéasokat!
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9. a) Ertelmezd a cosx+ 0,5 =0 egyenletet, ahol X radianban mért szoget jelol!

b) Oldd meg az egyenletet a valos szamok halmazén!

10. Ha cos X = cos160°, akkor van-e olyan X szdg, amelyre:
A: cosX =co0s20° B: sin X = sin(-20°) C: cosX =cos(=20°)

D: cosX = c0s380° E: Egyik eddigi valasz sem helyes.

(A megadott valaszok koziil pontosan egy helyes.)

11.* A sin X = cos 20° egyenlet megoldashalmaza (k,n € Z):
A: {70° + k- 360°} B: {-20° + k- 360°}
C: {70° + k - 360° vagy —70° + n - 360°} D: {70° + k - 360° vagy 110° + n - 360°}
E: {20° + k - 360° vagy —20° +n - 360°}
(A megadott valaszok koziil pontosan egy helyes.)
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Il. CSAK SZOGFUGGVENYEK

1. Az ABCD téglalap AB oldala 4 cm hossz, az A cstcsbol induld 4tlo 5° os szdget zéar be
ezzel az oldallal.

a) Mekkora a téglalap teriilete?

b) A téglalap AB, és a vele parhuzamos oldaldnak hosszat nem valtoztatjuk, de az A
csucsbol huzott atlo hajlasszogét folyamatosan noveljiik. Jeloljiik az A csucsbodl indulod
atlo, és az AB oldal hajlasszogét « -val. Hogyan fligg a téglalap teriilete az o szogtol?

¢) Az o mekkora értéke esetén lesz a téglalap teriilete 32 cm??

d) Valaszd ki a téglalapok koziil azt a téglalapot, amelynek a BC oldala 2 cm hosszu (az
AB oldala 4 cm)! Forgassuk el a BC, és a vele parhuzamos AD oldalt a B, illetve az A

cstcs koriil negativ iranyba S =20° szoggel! Mekkora a keletkezett paralelogramma

terulete?

e) Hozz létre a d) kérdésben megadott mdédon paralelogrammakat kiilonbozd £ szogl,

negativ irany( forgatassal (0° < 8 <90°)! Hogyan fiigg e paralelogrammak teriilete a
F szog mértékétol? Add meg a fiiggvényt képlettel, és abrazold derékszogl koordina-

ta-rendszerben!

2. Egy egyenldszarti haromszog szarai 2 cm hosszuak, a szarszoge y . Hogyan fligg a harom-
szOg alapjanak hossza a y sz0gtol? Add meg a fiiggvényt képlettel! Mi lesz a fliggvény

lehetd legb&vebb értelmezési tartoméanya? Abrazold derékszogii koordinata-rendszerben a

fliggvényt!

3. Vizsgaljuk a valos szamok halmazan értelmezett f(X) = sin%x fliggvényt! A fiiggvény

milyen egész értékeket vehet fol? Vazold értéktablazat alapjan a fiiggvény grafikonjat!

Mekkora a fiiggvény periddushossza?
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4. Az édbran egy koszinuszfiiggvény teljes periodusa lathat6. Melyik képlettel adhatdé meg a

fiiggvény?
}F
2
1
0 1 X
-1
-2
T X
A: f(X)=cos2x B: f(X)chOSEX C: f(X)=2cos—
Vs
D: f(X)=cosxz X E: f(X)=2cosz X

(A megadott valaszok koziil pontosan egy helyes.)

5. Adj meg grafikonjaval a valos szdmok halmazan értelmezett olyan fiiggvényt, amelynek az
értékkészlete a [~ 1;1] intervallum, a periodushossza 7z, a 0 helyen maximuma van, és

nulldhoz a fiiggvény 1-et rendel!

6. Adj meg grafikonjaval és képletével is egy olyan trigonometrikus fliiggvényt, amelynek az
értelmezési tartomanya a valos szamok halmaza, értékkészlete a [0;2] intervallum, perio-

dushossza 27, és nullahoz 1-et rendel!

7. Adj meg grafikonjaval és képletével is egy olyan trigonometrikus fliiggvényt, amelynek az
értelmezési tartoménya a valos szamok halmaza, értékkészlete a [0;2] intervallum, perio-

dushossza 7, és nulldhoz 2-t rendel!

8. Hatarozd meg a valos szamok halmazan értelmezett f, g és h fliggvények széls6értékeit, és

azok helyét!

2) f(x):l—sin[x—%j b) g(x) = cos(X+2) ¢) h(X) = cos X + 2
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9. A [— 100; 100 ]\{%+ nz,ne Z} — R, x> tgx fiiggvény az adott zart intervallumon

hanyszor veszi {6l a 8 értéket?

10. Az y zﬁx egyenletli egyenesnek hany koézos pontja van a valdés szdmok halmazéan

értelmezett f(X)=sin X fliiggvény grafikonjaval?

11. Told el az f(x) =cosx (ahol x € R) fiiggvény grafikonjat a [%;IJ koordinataji vektor-

ral! Add meg kétféleképpen is a kapott grafikonu fiiggvény hozzarendelési szabalyat!

12. Abrazold fiiggvénytranszformécioval a valds szamok halmazan értelmezett
gx)=1- 2cos(x + 7z) fiiggvény grafikonjat a [— 27[;27:] intervallumon!
a) Add meg a valos szamok halmazan értelmezett fliggvény értékkészletét!
b) Vizsgald a valds szamok halmazan értelmezett g fiiggvény paritasat és allapitsd meg a

fiiggvény zérushelyeit, szélséértékeit, és azok helyét!
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I1I. EGY EGYENLET, SOK GYOK

1. Oldd meg a valés szamok halmazan az alabbi egyenleteket!
. T T T T
a) 2X+1=sin| —— |- 2tg| —— [+cos| —— |—ctg| ——
: ( 6] g( 4] ( 3) g( 2)
b) 2sin X +1=sin _x —2tg L PP —ctg I
6 4 3 2

2. Hany megoldasa van a sin|x| =0,5 egyenletnek a [— 27r;27z] intervallumon? Sorold fel a

megoldasokat!

3. Add meg a kovetkezd egyenletek 3-3 megoldasat, majd az dsszes valdos megoldasukat is!

a) thz—\/g; b) cos2x=1—sinzx; c) cos2X=—£.

4. Keresd meg a ctg% =1 egyenlet valos megoldasai koziil a legnagyobb negativ szamot!

5. Oldd meg a kovetkez6 egyenleteket a valds szdmok halmazan!

a) (sinX—cosX)2 +(cosx+sinx)2 =3sinX—1; b) 2cos’ X —tgXx-cosX—1=0;
sinX cosX
+

—+2=0.
COoS X Sin X

6. Bizonyitsd be, hogy a
cos’ X +sin® X-cos” X +sin’ X =1

egyenletnek minden valos szam megoldasa!

7. Bizonyitsd be, hogy az aldbbi egyenleteknek nincs valdés megoldasa!

a) tgx-cosx=1; b).féffﬁiil_

=0.
4sin2X—3

8. Ha (sinx—2cos X)2 + (cos X —2sin X)2 =5, akkor mennyi a sin? x ?
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9. Bizonyitsd be, hogy az f(x) = \/sin4 X +4cos” X +\/COS4 X +4sin’ X (ahol x € R) fiigg-

vény konstans fliggvény!

10.* Hany megoldasa van a
sinX-cosy =0
. 3
|cos X| + |sm y| =—
2
egyenletrendszernek, ha mindkét valtozo értéke a [ 7; 7 |intervallumnak eleme?

Sorold fel a megoldasokat!
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1. HEGYESSZOGEKROL

1. Egy derékszogli haromszog befogdi a és b, az ezekkel szemkozti szogei rendre o és [,

atfogoja c. Hany igaz allitas van az alabbiak kozott?

a) sina +cos’ f=1 b) Y _toq
cosa
C2
c) tgoc+tg[3=—b d) bsina = asin g
a

2. Egy derékszogli haromszog atfogodja 8 cm, egyik befogdja 6 cm hosszu. Mekkora a harom-

sz0g kisebbik hegyesszdge?

3. Egy haromszdg belsd szdgei: 40°, 60° és 80°-osak. A leghosszabb oldalhoz tartozé magas-

sag 4 cm hosszu. Mekkorak a haromszog oldalai?

4. Egy téglalap atloi 42°-os szoget zarnak be egymassal, és a rovidebb oldala 6 cm hosszu.

Milyen hossztak az atl6i1?

5. Egy kikotd vilagitotornyabol — a tenger szintje folott 40 m magassagbol — egy hajo 8°-os

depresszidszog alatt 1atszik. Milyen tavol van a hajé a toronyt6l?

6. Egy derékszogli haromszdg egyik befogdjanak hossza sin75° egységgel egyenld. Mekkora
a haromszog egyik hegyesszoge? Dontsd el, melyik valasz a helyes! Dontésedet indokold!
A:75° B: Tetszoleges lehet. C: 15° D: A tobbi valasz nem helyes.

Megjegyzés: Itt és a tobbi ,,valasztasos” megoldasok koziil csak egy valasz megfeleld.

7. Ha egy deré¢kszogli haromszog egyik befogoja sin75° egység, a masik sin15° egység hosz-
szu, akkor az atfogd hossza hany egység?

A: 0,98 B: tg75° C: tgl5° D: 1

8. Egy egyenl6észari haromszog szarainak hossza 10 cm, a szarak altal bezart szog 30°-os.

Mekkora a haromszog kortilirt korének sugara?
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9. Egy egyenl6szarti haromszdg szarainak hossza 8 cm, egyik bels6 szogel120°. Mekkora a

haromszdg harmadik oldalanak hossza?

10. Egy turista £ emelkedési szogi, b km hosszi egyenes tton jutott fel a B csticsra, onnan
y emelkedési szogl (y > £), ¢ km hosszil egyenes uton feljutott a C cstucsra. Mennyi a

szintkiilonbség a kiindulasi pont €s a C cstcs kozott?

b c
_l’_

sinff siny

A: bcosff+ccosy B:

C: bsin S+ csiny D: (b+c)sin(S+y)

11. Egy szimmetrikus trapéz szara kétszerese a trapéz magassaganak. Mekkorak a trapéz szo-

gei?

12. Mekkora a hegyesszoge annak a paralelogrammdnak, amelynek oldalai 5 cm és 8 cm

hossziiak, teriilete pedig 20 cm” ?

13. Egy haz elsé emeleti ablakanak fels6 parkanya 10 m-re van az utcaszinttél. Az utca egy
pontjabdl ez a felsd parkany 35°- os emelkedési szog alatt, a haz teteje 70°-os emelkedési

sz0Og alatt latszik. Milyen magas a haz?

14. Egy cég emblémaja tomor fabol késziilt négyzet alapu, egyenld oldaléli gula. A gula
alapéle 5 cm, oldaléle 8 cm hosszu.
a) Milyen magas a gtila?

b) Mekkora szoget zar be a glila két szemkozti oldaléle?
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I1. ISMERI ON A KOSZINUSZTETELT?

A haromszoget két oldala és az altaluk kozbezart szoge egyértelmiien meghatarozza, tehat
ezeknek az adatoknak az ismeretében kiszamithaté a haromszog tobbi adata, pl. a haromszog
harmadik oldalanak hossza, a tobbi szdge. A haromszog harom oldala és egy szoge kozotti
kapcsolatot a koszinusztétel irja le az algebra nyelvén. Segitségével a harom oldal ismereté-
ben konnyen megtudhatjuk, hogy szdgei szerint milyen a haromszog, mekkora a legnagyobb
szoge stb. Ezt a tételt sokszor alkalmazzuk geometriai szdmitasok soran, ezért célszerli tobb

1d6t szanni a tétel mélyebb megismerésére.

1. Egy haromszog egyik szogének koszinusza negativ szadm. Szogei szerint milyen a harom-

sz0g?

2 2 2
2. Egy haromszdg a, b és ¢ oldalairol tudjuk, hogy % < 0. Szdgei szerint milyen a
a

haromszog?

3. Egy haromszdg mindhdrom szdgének szinusza pozitiv szam. Szdgei szerint milyen a ha-

romszog?

4. Létezhet-e olyan haromszdg, és ha igen, szogei szerint milyen, ha ', f és y szogeire:

a) cosacos fcosy <—0,25; b) sinasin fsiny =0.

5. Egy haromszog két szogérdl (a és f) tudjuk, hogy o : f =1:2. Melyik kifejezés egyezik
meg biztosan a szogekkel szemkdzti oldalak aranyéaval?

£

A:1:2; B: sina :sin f; D: cosa :cos2ax .

c: L.
2’
(A megadott valaszok koziil pontosan egy helyes.)

6. Egy haromszog oldalai 3 cm, 4 cm és 6 cm hossztiak. Mekkora a legnagyobb szogének

koszinusza?

7. Egy haromszog egyik szoge 120°-os, két oldalanak hossza 4 cm és 8 cm. Mekkora a ha-

romszog harmadik oldala?
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8. Egy haromszog egyik szdge 150°-os, két oldalanak hossza 6 cm és 8 cm. Mekkora a ha-

romszog teriilete?

9. Egy haromszog egyik oldala 4-szerese egy masik oldalnak, s e két oldal altal kdzrefogott

sz0g 120° -0s. A haromszdg leghosszabb oldala hanyszorosa a legrovidebbnek?

10. Egy haromszog két oldala a és b, a veliik szemkozti szogek rendre « és S, tudjuk tovab-

cosa a
ba, ho =—.
i cosff b

a) Mekkora a fga ?
tgp

b) Oldalai szerint milyen a haromszog?

11. Milyen hatarok k6z6tt lehet a haromszog b oldalanak hossza, ha az a, b, ¢ oldali harom-

szOg hegyesszogli, b<a ésa=7,¢c=9?

12. Milyen hatarok kozott lehet a haromszog b oldalanak hossza, ha az a, b, ¢ oldalt harom-

szOg tompaszogl, b<a ésa=5,¢c=7?

13. Mekkora a haromszdg legnagyobb szdge, ha a, b, ¢ oldalaira: c? —y2ab=a’ +b??
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111. KIRANDULUNK

1. Baratainkkal tobbnapos kiranduldsra mentiink. Szallasunk az A faluban volt. Elsé nap fel-
fedeztiik a kornyéket. Szallashelyiinktdl nyugatra, onnan 5 km tavolsagra volt B falu. Ha

ebbdl a falubol északi iranyban haladtunk 2 km-t, egy varromhoz (C) érkeztiink. Innen to-

vabb a menetiranytol jobbra, azzal kb. 70°-os szdget bezard egyenes uton haladtunk to-
vabb, és C-t6] 3 km-re a D vadaszhazhoz érkeztiink.

a) Rajzold le az els6 napi tura Gtvonaltervét!

b) Szamitsd ki, hogy milyen tavol van Iégvonalban a szallashelyiink a vadaszhaztol?

2. Masnap Gjabb turaatvonalat terveztiink. A térkép szerint, ha az A szallashelytinkrdl dél felé
indulunk el egy egyenes miititon, majd nemsokéra a miiatrdl jobbra, kb. 30°-o0s szogben le-
agazd mellékaton haladunk tovabb, ugy 5 km megtétele utan a C faluba jutunk el. Ha vi-
szont tovabb haladunk még a miiaton 3 km-t, és itt (D pontban) egy, a miiatrol balra kb.
20°-o0s szOgben ledgazd uton haladunk 4 km-t, egy régi kapolndhoz jutunk. A tarsasag
egyik része a C faluba, a masik része a K képolndhoz ment.

a) Rajzold le a mésodik napi tlira Gtvonaltervét!

b) Milyen tavol keriilt egymastol 1égvonalban a tarsasag két fele?

3. Harmadik napra hagytuk a legnehezebb tarat. A szallashelylinktdl kelet felé¢ egy kb. 300 m
magas hegy latszott, tetején egy kilatoval. Elhataroztuk, hogy a hegyet ,,toronyirant” masz-
szuk meg. A tarsasag ismét két részre szakadt, mert egy K helyrdl lankdsabbnak tiint a
hegyoldal, kb. 20°-0s emelkedési szogben lehetett haladni, mig a vizszintes talajon ezzel
120°-o0s szoget bezard N helyrdl meredekebb volt, kb. 50°-0s emelkedési szogili. Szamitsd
ki a K és N pontok tavolsagat!

H

300 m
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4. Egymassal 60°-0s szoget bezard két egyenes utszakaszon egy-egy gépkocsi (A és B) koze-
ledik az M ttelagazas felé. Jelenleg A és B tavolsaga 600 m. B-bdl nézve az AM utszakasz
45°-0s szOg alatt latszik. A gépkocsik allandod sebességének nagysaga: V(A) = 18 m/sec,
V(B) = 25 m/sec. Melyik gépkocsi, és mennyi idovel érkezik elébb az elagazashoz?

5.* Harom kozépiskolas didk egy folyd partjan satorozott. A folyd tulsd partjan volt egy
domb. Ugy becsiilték, hogy a dombtetd a satorhelyiikbdl 45°-0s emelkedési szog alatt 14t-
szik. Kivancsisdgbol, a satorhelyiiktdl jobbra és balra is kimértek 100-100 métert, és ezek-
ol a helyekrdl is megbecsiilték a dombtetd emelkedési szogét. A becsiilt szogek: az egyik

pontbol 60°, a masikbol 30°. Becslésed szerint, milyen magas a domb? Szamitsd is ki!

6. A t6 egy szigetén 1évo két torony (A és B) tdvolsagat szeretnénk meghatarozni. E célbdl a td
partjan kitliziink két olyan pontot (C és D), amelyek tavolsaga 300 m, tovabba lemérjiik az
alabbi szogeket: DCBZ =90°, DCBZ =40°, CDAZ =25° ¢és CDBZ =70°. Mekkora a

két torony tavolsaga?

7. A Gellérthegy magassaga tengerszint felett 235 m. A tetejérdl a pesti oldal fele nézve két
kis park (A és B) 40°-0s és 56°-os depresszidszog alatt latszik (A pesti oldal tengerszint

feletti magassaga kb. 110 m). A két depresszidoszog mérése kozott a mérdeszkozt 80° -kal

kellett elforgatni. Milyen tavol van egymastdl 1égvonalban a két kis park?
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I. CSAK VEGYESEN!

1. Add meg a kdvetkezd fiiggvények lehetd legbdvebb értelmezési tartomanyat!

a) f(x)=25nx b) g(x) =lgcos’ X ¢) h(x) = log, ;(2> —2*)

2. a) Add meg az a(\/g -c0s150°;2-sin150°) ¢és b(4; 4cos(—60)") vektorok koordinatainak
tizes szamrendszerszerbeli alakjat!
b) Szamitsd ki a két vektor skalaris szorzatat!

¢) Mekkora a két vektor hajlasszoge?

3. Ird fel az A(=2;3) és B(4;1) pontok altal meghatarozott AB szakasz

a) felez6pontjanak koordinatait! b) tartoegyenesének egyenletét!

¢) felezomerdlegesének egyenletét! d) Thalész-korének egyenletét!

4. Oldd meg az alabbi egyenleteket a valos szdmok halmazan!
2) 3X+2 _ X+l/98—x
b) log, sin? X + log, cos® X + log,4=0

c) sin® X +sin XcosX—1=0

d) 2sin2 X _220052 X _ l s
2

5. Egy konvex négyszog egyik szoge derékszog, a kozrefogd két oldal mindegyike a hosszu.
A derékszoggel szemkozti szog 120°-0s, és e szoget kozrefogd mindkét oldal b hosszu.

Hanyszorosa az a oldal a b-nek?

6. Az alabbi idézetek egy-egy iskolai dolgozatbdl valok. Keresd meg, ¢és javitsd ki a hibakat!

I. ,Az e:3y—2x =15 egyenleti egyenes egy pontja P(I;—1). Ezen a ponton atmend, az e

egyenesre merdleges egyenes egyenlete: 2X+3y+1=0.”

II. ,,A logs x2 — log3(X+2)—1=0 egyenlet alaphalmaza azok az X valos szamok, ame-

lyekre —2 < X teljesiil. Mivel 1 =1logs 3, az egyenlet:

logs x? —log3(Xx+2)—logz3=0.
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2
. . 2
A logaritmus azonossagait alkalmazva: log; x2 — logs % =0, azaz log; Y =0.
X+
. . o 3x?
A logaritmus definicidja szerint: ——=1.”
X+2

III. ,,Ha a haromszog oldalainak hossza: a=6cm, b=4cm, és a b oldallal szemkozti

szoge S =30°, akkor 6 te,m;)zo
sin

, 1gy sina=%, és ebbdl a ~49°. A haromszog

harmadik szdge kb. 101,4°.”

7. Egy urnaban 7 piros, 8 fehér és 9 zold goly6 van. Kihtizunk egymas utdn harom golyot.
Mennyi a valdszinlisége annak, hogy mind a harom kihuzott goly6 fehér, ha
a) a kihuzott golyot nem tessziik vissza

b) a kihuzott golyot visszatessziik?

8. Matematikadran a tanar ropdolgozatot iratott. Két feladatot tlizott ki. Az elsdt a tanuldk
70%-a, a masodikat pedig a tanulok 60%-a oldotta meg. Minden indulé megoldott legalabb
egy feladatot, és kilencen mindkét feladatot megoldottak.

a) Hany diak irta meg a dolgozatot?
b) Az iskolaba ellatogatott a matematika szaktandcsadod. A kijavitott ropdolgozatok koziil
kettot véletlenszerlien kihuzott. Mekkora a valdszinlisége, hogy a kivalasztott dolgozatok

egyike egy mindkét, a masik pedig csak az elso feladatot megoldo tanul6é?

9. Allapitsd meg, hogy mi azon korok kozéppontjainak halmaza, amelyek az €:2x—y+5=10

és f :2x—y =3 egyenletli egyenesek mindegyikét érintik!

10. Egy szabalyos tizenkétszog oldalanak hossza 4 cm. Milyen hosszu a sokszog legrovidebb

atléja?
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