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A végtelen fogalmanak megismertetése, elmélyitése, a végtelen kiillonb6z0 formainak megjelenése, a

A modul célja fraktalalakzatok vizsgalata, a végtelen mértani sorok vizsgélata
Idokeret 45 perc
Ajanlott korosztaly 13-14 évesek; 8. évfolyam
Modulkapcsolodasi pontok Tagabb kornyezetben:

Keépzémiivészet.

Sziikebb kornyezetben:

Ebben a programcsomagban a 2., 7. és 8. modul

A képességfejlesztés fokuszai Gondolkodasi képességek:

Szamolas, mennyiségi kovetkeztetés.

Mérés, becslés.

Kreativitas.

Prezentacio.

Megfigyeldképesség.
Kommunikacioés képességek:

Szovegértés és értelmezés.

Problémamegoldas.

AJANLAS

gyelmét is felkeltheti. A konkrét problémafelvetésekkel (példaul van-e legnagyobb egész szam, legkisebb pozitiv szdm) a tanuldk absztrakcios
képessége nagymértékben fejleszthetd. A fraktalalakzatok az esztétikai élményen til mély matematikai tartalommal rendelkeznek, melybdl eb-
ben a modulban a végtelen mértani sorok 0sszegének vizsgalata kertil eld, egy-egy konkrét sorhoz mindig egy szinezéses fraktalpéldat kapcsolva.
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TAMOGATO RENDSZER

http://www.mcescher.com/Gallery/recogn-bmp/LW413.jpg”

* 2007 augusztusaban a honlap elérhetd
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MODULVAZLAT

Lépések,
tevékenységek

Kiemelt készségek, képességek

Eszkozok, mellékletek

I. Jaték a végtelennel

1. | A végtelen kiilonboz6 formainak vizsgélata
(legnagyobb egész szam, legkisebb pozitiv
szam stb.)

2. |Fraktalalakzatok vizsgélata, rajzolasa

3. | Végtelen mértani sorok dsszegének vizsgalata
fraktalalakzatok segitségével

Mennyiségi kovetkeztetés, induktiv kdvetkeztetés,
probléma-¢rzékenység, probléma-reprezentacio,
kreativitas, szovegértés, szovegértelmezés, abrazo-
1as, prezentacid, rész—egész észlelése

Mennyiségi kovetkeztetés, induktiv kdvetkeztetés,
probléma-érzékenység, probléma-reprezentacio,
kreativitds, szovegértés, szovegértelmezés, abrazo-
las, prezentacio, rész—egész észlelése

Mennyiségi kovetkeztetés, induktiv kovetkeztetés,
probléma-érzékenység, probléma-reprezentacio,
kreativitas, szovegértés, szovegértelmezes, abrazo-
las, prezentacio, rész—egész észlelése

Eszk6zok:
fénymasolatok a képekrol, kor-
z0, vonalz6
Tanul6i munkafiizet:
A feladatlap
B feladatlap
Melléklet a tanaroknak:
A kép és elérhetdsége
Az A feladatlap és megoldasa
A B feladatlap és megoldasa

Tanul6i munkafiizet:
C feladatlap

Melléklet a tanaroknak:
Osszegzés
A C feladatlap és megoldasa
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I. JATEK A VEGTELENNEL

1. A végtelen kiilonb6zo formainak vizsgalata
(Javasolt id6: 15 perc; Munkaforma: kdzosen)

Meg tudnd mondani valamelyik6tok, hogy melyik a legnagyobb egész szam?
Vezesse ra a tanulokat a tanar (ha kell), hogy legnagyobb egész szdm nem létezhet, hiszen ha
lenne egy legnagyobb, ahhoz egyet adva nala nagyobb, és egész szamot kapank.

Rajzoljon mindenki egy szdmegyenest, ¢s jeldlje rajta a 0-t és a 16-ot!

Kozelitsiink a 16-bol a 0 felé ugy, hogy mindig a meglévo szakasz felét vessziik! Jeloljétek az
ujonnan keletkezd jobb oldali végpontot valamilyen szinnel!

Folytassuk az eljarast tobbszor egymas utan! Mely szamokat jeloljiik igy meg?

Elérjiik igy valamikor a 0-t?

Beszélje meg az osztaly, hogy a 2 hatvanyait jeldlik a szdmegyenesen (az 6todik 1épéstdl fog-
va a negativ kitevdjli hatvanyokat). Jusson el a csoport odaig, hogy az eljarast akarmeddig
lehet folytatni, és soha nem érhetd el igy a 0.

Ha ezt sikeriilt a tanulokkal tisztazni, akkor beszéljék meg azt is, hogy nincs legkisebb pozitiv
szam, hiszen ezzel a modszerrel akdrmilyen kicsi szamnal kisebb szamig is eljuthatunk.
Ezutan beszéljék meg, hogy mi torténne akkor, ha nem a 16-ot, hanem a —16-ot jelolnénk
kezdetben, és a kozelités balrol torténne! (Nincs legnagyobb negativ szam.)

Tudnétok két szomszédos szamot mondani?
Remélhetbleg lesz olyan tanulo, aki két egész szdmot emlit, ilyenkor kérdezze meg a tanar,
hogy hogyan értette a tanul6 a ,,szomszédos” fogalmat. Kérdezzen ra ezek utan, hogy tudna-
nak-e a tanuldok olyan szamot mondani, ami az emlitett ketté kozé esik! (Példaul a két szdm
szamtani kdzepe biztosan a kettd kozé esik.)

1 1
Tegye fel a kérdést ezutan a tanar ugy is, hogy 1 és 1,1; 1 és 1,01; —— és —— kozé esO
&Y SY 15, H08Y 1000 1001

szamot kelljen mondania a tanuldknak.
Egész szamok kozott van értelme a szomszédok fogalmanak (olyan szamok, melyek kiilonb-
sége 1), de mar a raciondlis szamok esetén nincs.

2. Fraktalalakzatok vizsgalata
(Javasolt id6: 15 perc; Eszkozok: fénymasolatok a képrél; Munkaforma: egyénileg)

Ujra M. C. Eschertél hoztam képet nektek. Vizsgaljuk meg kozosen! Mi torténne szerintetek,
ha a képet kdzéppontjabol kinagyitanank? Meddig lehetne folytatni a nagyitast?

Adjon a tanér t6bb madsolatot is a tanuloknak a képrdl, lehetdleg kettesével kapjanak egyet-
egyet. Javasolhatja a tanar, hogy rajzoljak korbe a kiviilr6l masodik, harmadik stb. kdrben
1évo fekete gyikok kiilsé korvonalat szines ceruzaval. Remélhetdleg lesz olyan didk, aki felfe-
dezi, hogy az eredetivel megegyezd, csak nagyobb méretii képet kapunk a nagyitas utan, és
hogy elvileg végtelen sokszor kinagyithat6 a kép, ez nem valtozik. (Természetesen a ceruza
vastagsaga miatt egy bizonyos 1épésnél tovabb nem nagyithat6 a kép.)

Melléklet a tanaroknak: A kép és elérhetosége

Tanul6i munkafiizet: A feladatlap
Melléklet a tanaroknak: Az A feladatlap és megoldasa
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Az olyan alakzatokat, amelyekben onmaguk pontos kicsinyitett masat fedezhetjiik fel,
fraktaloknak hivjuk. Rajzoljunk mi is ilyen fraktélokat! Az A feladatlapon talalhat6 két leiras
koziil valasszon maganak mindenki egyet, €s azt kovetve rajzolja meg az alakzatot.

Ki tudnd megmondani, hogy az egyes 1épésekben az eredeti alakzat hanyad részét szinezte ki?
Ha végtelenségig folytatnank az eljarast, akkor hanyad részét szineznénk ki az eredeti alak-
zatnak?

Javasolja a tanar, hogy minél nagyobb legyen a kiindulési alakzat, ugyanis annal tobb 1épést
tudnak a tanulok megrajzolni. Az elkésziilt abrakat mutassak meg egymadsnak a tanulok, €s
amelyek jol sikertiltek, azok kikeriilhetnek a terem faldra. Az elkésziilt képeket vizsgalja meg
a csoport, és beszéljek meg kdzosen, hogy az egyes 1épésekben az eredeti alakzat hanyad ré-
sz¢t szinezték ki a tanulok. Remélhetdleg eljutnak oda a tanuldk, hogy végtelen sok 1épésben
folytatva a szinezést, az egész alakzat ki lesz szinezve. (Pontosabban az a teriilet, amelyet nem
szineziink ki, tart a nullahoz.)

Tanul6i munkafiizet: B feladatlap
Melleklet a tanaroknak: A B feladatlap és megoldasa

Most rajzoljunk hopelyhet! A leirast megtalaljatok a B feladatlapon! Most is addig folytassa-
tok a megadott eljarast, amig tudjatok! Ha a végtelenségig folytatni tudnank a rajzolast, akkor
mekkora lenne a hopehely keriilete?

Javasolja a tanar, hogy minél nagyobb legyen a kiindulési alakzat, ugyanis annal tobb 1épést
tudnak a tanulok megrajzolni. Az elkésziilt abrakat mutassak meg egymasnak a tanulok, és
amelyek jol sikertiiltek, azok kikeriilhetnek a terem faldra. Az elkésziilt képeket vizsgalja meg
a csoport, és besz¢ljék meg kozosen, hogy az egyes 1épésekben hogyan valtozott az eredeti
alakzat keriilete. Remélhet6leg eljutnak oda a tanulok, hogy végtelen sok 1épésben folytatva a
rajzolast, a keriilet akarmilyen nagy lehet.

3. Végtelen mértani sorok osszegének vizsgalata fraktalalakzatok segitségé-

vel
(Javasolt id6: 15 perc; Munkaforma: parban)

Alakitsatok parokat!

Nézziik Gjra az eldszor rajzolt abrdinkat. Felirtuk az egyes 1épéseknél, hogy az eredeti teriilet
hanyad részét szineztiik be az adott 1épéseknél. Tudnatok valamilyen szabalyt mondani, hogy
hogyan kapjuk meg az egymas utani részek nagysagat?

Adjuk 6ssze ezeket a szamokat! Meg tudnatok mondani, hogy ha a végtelenségig folytatjuk az
Osszeadast, akkor milyen szdmot kapunk eredményiil?

A parokat lehetéleg ugy alakitsa ki a tanar, hogy mindkét fajta rajz megjelenjen egy parosnal.
Ha kell, akkor irja fel a tanar a tablara, hogy a rajzolas kozben az egyes 1€péseknél az eredeti
alakzat hanyad részét szinezték be a tanulok. Nem baj, ha nem ismerik fel a tanulok, hogy az
egyes lépéseknél szinezett részek nagysaga egy mértani sorozatnak az elemei, elég addig el-
juttatni a didkokat, hogy az 6sszeg mennyi lesz. Ha kell, ennek felismeréséhez segitse a tanar
Oket. Ha valamelyik paros r4jott a kapcsolatra a szinezés és a végtelen dsszeg kapcsolatara,
akkor 1épjen veliik tovabb a tanar a kdvetkezd problémara.

Melléklet a tanaroknak: Osszegzés

Tanul6i munkafiizet: C feladatlap

Melleklet a tanaroknak: A C feladatlap és megoldéasa



MATEMATIKA ,C” — 8. EVFOLYAM — 8. MODUL: SIK ES TER TANARI UTMUTATO 7

A C feladatlapon egy-egy rajzsorozat mellett egy-egy Osszeget lattok. Meg tudnatok mondani,
hogy hogyan kellene a rajzolast folytatni?

Es mi lenne az 6sszeg kovetkezd tagja, vagy az azt kovets?

Meg tudnatok adni, hogy ha a rajzolast a végtelenségig folytatnank, akkor hanyad részét szi-
neznénk ki az eredeti alakzatnak?

Es ha az 6sszeadast folytatnank a végtelenségig, akkor milyen eredményt kapnank?

Nem baj, ha nem mindegyik rajz esetében talalja meg egy paros a kapcsolatot a szinezés és az
Osszegzés kozott. Nem cél, hogy a végtelen mértani sorok 6sszegére vonatkoz6 9sszefliggeést
felismerjék, vagy alkalmazzak a tanuldk, csak a konkrét példak esetében tudjak megmondani
a konkrét sorok 6sszegét.



MATEMATIKA ,C” — 8. EVFOLYAM — 8. MODUL: SIK ES TER TANARI UTMUTATO

MELLEKLET A TANAROKNAK

2. Fraktalalakzatok vizsgalata

A kép és elérhetésége:
A kép megtalalhat6d példaul a kdvetkezd internet-cimen:
Smaller and Smaller 1956 (Kisebb és kisebb)

http://www.mcescher.com/Gallery/recogn-bmp/LW413.jpg”

* 2007 augusztusaban a honlap elérhetd
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A feladatlap és megoldasa

1. alakzat:

Rajzolj egy négyzetet, és oszd fel kilenc egyforma kis négyzetre! A kdzépsot szinezd ki! A
koriilotte 1évo nyolc kis négyzet mindegyikét ismét oszd fel kilenc kis négyzetre, és koziiliik a
kozépsoket szinezd ki! Folytasd az eljarast, amig tudod! (Amig a felosztand6 négyzetek elég
nagyok.)

Megoldas:
2. 1épés 3. 1épés 4. 1épés

o 1 o 18 o N E 1 (8Y
Az 1. 1épésben az —, a 2. 1épésben —-—,a 3. 1épésbena —-| — | ,a 4. 1épésbena —-| — | ,
9 99 919 9 \9

4
az 5. 1épésben a é(gj részét szineztiik ki az alakzatnak.
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2. alakzat:

Rajzolj egy szabalyos haromszdget, és rajzold meg a k6zépvonalait! A keletkezett négy ha-
romszog koziil a kozépsot szinezd ki! A maradék harom mindegyikének rajzold meg a kozép-
vonalait, és a kdozépsoket szinezd ki! Folytasd az eljarast, amig tudod! (Amig a felosztando
haromszogek elég nagyok.)

Megoldas:
1. 1épés 2. 1épés 3. 1épés

4. 1épés

3

- 1 e 13 " 1 (3Y " 1 (3
Az 1. 1épésben az —, a 2. 1épésben —-—, a 3. 1épésbena —-| — | ,a 4. lépésbena —-| — |,
4 4 4 4 (4 4 \ 4
o L (3Y e
az 5. 1épésben a 712 stb. részét szineztiik ki az alakzatnak.

Megjegyzés: Ezeket az alakzatokat Sierpinski-szényegeknek nevezziik.
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B feladatlap és megoldasa

1. alakzat:

Rajzolj egy szabalyos hatszoget! Minden oldalat oszd fel 3 egyenld hosszu szakaszra, és a
kozépsokre kifelé rajzolj egyenld oldali haromszoget, majd ezt a kdzépsd szakaszt tordld ki!
Ismételd meg az igy kapott 24 oldalu sokszog minden oldalara az el6z6 1épéseket, ameddig
tudod!

Megoldas:

1. 1épés 2. 1épés 3. 1épés

. . . 1 . .5 o x
A kertilet minden 1épésben az 2 -ed részével, vagyis a 2 -szeresére no.

2. alakzat:
Rajzolj egy szabalyos haromszdget! Minden oldalat oszd fel 3 egyenld hosszl szakaszra, és a
kozépsokre kifelé rajzolj egyenld oldali haromszoget, majd ezt a kozépsé vonalat torold ki.

Ismételd meg az igy kapott 12 oldalu sokszog minden oldalaval az el6z6 1épéseket, ameddig
tudod!

Megoldas:

2. 1épés 3. 1épés 4. 1épés 6. 1épés

. . " 1 - .5 o
A kertiilet minden 1épésben az 2 -ed részével, vagyis a 2 -szeresére no.
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3. A végtelen mértani sorok osszegének vizsgalata fraktalalakzatok segitsé-
gével

Osszegzés:

Az elsd esetben az n. 1épésben a beszinezett teriilet az eredeti teriilet —- [5) része. Az 0sz-

) . .1 8
szeadandok egy mértani sorozat elemei, melynek els6 tagja 3’ hanyadosa —. Ha a végtelen-

ségig folytatjuk a szinezést, akkor az egész négyzetet beszinezziik, tehat az 6sszeg 1.

A masodik esetben ismét egy mértani sorozat elemeirdl van szd, melynek els6 tagja —, ha-

nyadosa 2 ¢és az ebbdl képzett sor 6sszege szintén 1, ami a szinezésbdl szintén latszik.

Megjegyzés:

mértani sorozatbol képzett Zal -q"" mértani sor konvergens, ha |q| <1,és

n=1

Az a =a -q"

= |
ekkor » a,-q¢"" =a,-——.
-9

—_—

n=1

C feladatlap és megoldasa

1. feladat:

N |~

I 1 1 1 1 1 1 1 1
—t—t+—t+— —F—t—+—+—
2 4 8 16 2 4 8 16 32
1 11 1 1

—F—t—Ft—+—+..=

2 4 8 16 32

Megoldas:

n-1
l+l+l+L+L+“_:Zl.(l) :l.Lzl
2 4 8 16 32 o 2\ 2 2
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2. feladat:
1 1 1 1 1 1
— —+— e
4 4 16 4 16 64
o1 1 rr ot r v
16 64 256 4 16 64 256 1024

16 64 256 1024

1

4

1.1 1 1 1
4

Megoldas:

1 1 1 1 1 =1 (1" 1 1 1
—+—+—+—+—+...=Z—- - ===
4 16 64 256 1024 <4 \ 4 4 3

3
I
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3. feladat:

3 3
— —+—+
4 4 16 64
3,3, 3.3 3. 3.3 3. 3
4 16 64 256 4 16 64 256 1024
3.3, 3.3 .3 _
4 16 64 256 1024
Megoldas:
n-1
3,3,3,3 .3, g3y 31
4 16 64 256 1024 ~4 4 4
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