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FELADATGYUJTEMENY SZEMLELET FEJLESZTES 5-12. EVFOLYAMIG 5

A matematika hozzdszoktatja a szemiinket ahhoz,
hogy tisztin és vildgosan ldssa az igazsigot”

(R. Descartes)
AJANLAS

A feladatgytjtemény 60 feladatot tartalmaz, korosztalyonként 15-15-6t, melyek a térldtds fejlesztését
szolgdljak els6sorban. A felvetett problémak megvélaszolasa nem tertilet, felszin illetve térfogatsza-
mitdst, hanem épitsd meg, rajzold le, prébdld meg elképzelni miveleteket var a tanul6ktdl. A feladatok
megoldasa kozben, mar a legkisebb korosztalyban is a konkrét tapasztalattol az elvont gondolkodasig,
minden logikai 1épést el kell végezni.

Az egyes fejezetek elején a korosztaly megjelolése csak ajanlas. A gytjteményben olyan feladatso-
rok szerepelnek, amelyek nem fiiggnek az iskolai tantervben el8irt tananyagtol, ezért az alacsonyabb
korosztaly feladatai barmelyik magasabb évfolyamban is megoldhatok. Csak azt tartsuk szem el6tt,
hogy kisebbeknél mindig modellezziink, hasznaljuk a programcsomaghoz elkésziilt, illetve annak
alapjan az altalunk elkészitett tandri és tanul6i modelleket. Konkrét targyakon, eszk6z6kon elemez-
ziik a felvetett problémat, igy fedeztessiik fel az 0sszefiiggéseket, hiszen egy ,térbeli alakzat, és annak
leképezése a sikban” absztrakciés lépéssorozat gyakorldsa vezethet el a térszemlélet fejlédéséhez. Ez
a fejlesztési folyamat akkor eredményes, ha egészen kicsi korban elkezdédik. Természetesen id6sebb
diakoknak, sét a felnStteknek is segitenek a feladathoz i1l valosagos targyak és modellek.

A feladatok sorszama melletti F jel arra utal, hogy azok megoldasa nehezebb, komolyabb ssze-
fuggések felfedezését varja a tanuloktol.

A téma irdnt érdekl6ddk tovabbi, ezekhez hasonlé feladatot taldlnak a megfelel6 korosztély tan-
konyveiben, feladatgytjteményeiben és felvételi feladatsoraiban.
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FELADATGYUJTEMENY

5-6. EVFOLYAM

Az els6 két feladathoz nyijt segitséget a kovetkez6 példa.

Példa
Egységkockakbdl kiilonboz6 épitményeket készitiink tigy, hogy a kockakat egy-egy lapjuknal
Osszeragasztjuk. Ebben a példdban egy ilyen épitményt, és annak alaprajzat latod. Az alaprajz
négyzeteibe irt szamok az egymas f6lott elhelyezett kockdk szamat jelentik. Az épitmény min-
den egyes oszlopa az alaptdl szamitva folytonosan ki van toltve kockédkkal. (Az épitmény sehol
sem ,lyukas”.)

1. Egységkockakbol készitett épitmények rajzat 1atod az abran. Készitsd el ezek alaprajzat!
a) b)

I

2. Az abran térbeli épitmények alaprajzat latod.
a) Az alaprajzbdl allapitsd meg, hogy az épitményhez 6sszesen hany kockat hasznaltunk?
b) Rajzold le, vagy épitsd meg a térbeli alakzatot!
¢) Hatarozd meg, hogy az egységkockakbol osszeallitott testek felszine hany egységnégyzet?

L T T N P Dl 2|2
1 1 1111
1

3. Készits kiillonbozd épitményeket
a) harom, b) négy darab egységkockabdl!
(Kulonbozonek tekintiink két épitményt, ha semmilyen mozgatassal nem hozhat6k fedésbe egy-
massal.) Hanyat talaltal?
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Példa
Egységkockakbol all6 épitményeink hdrom, egymasra paronként merdleges hatarold lapjaival
allitsunk parhuzamos sikokat! Az épitményeknek, ezekre a sikokra esé merdleges vetiileteit
nevezziik elolnézetnek, feliilnézetnek és oldalnézetnek. Az oldalnézetet — megallapodés sze-
rint — a jobb oldali nézetet jelenti. (Ezt Ggy is elképzelhetjiik, hogy ezeket a vetiileteket 1atjuk,
ha az épitményre a megadott irinyokbol merdlegesen ranéziink.)

elolrél feltlrdl oldalrol

4. Rajzold le a kovetkezd dbran lathato épitmények eldlnézetét, felillnézetét és oldalnézetét!

a) b)

5. Egységkockakbdl egy ,lyukas falat” épitiink, majd szintén egységkockakbdl elkészitjiitk az épit-
ményeket. Valaszd ki, hogy mely épitmények férnek at a ,lyukon”! Az épitmények tetszés szerint
forgathatok.

A
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6. Egy kocka két szemkozti lapja koziil az egyiket pirosra, a masikat kékre festettiik. A lerajzolt halo-
kon az egyiket megjeloltiik. Valaszd ki, hogy melyik lehet a masodik szinezett lap!

7. a) Fehér kartonbdl késziilt kocka lapjain hét szines szakaszt jeloltiink ki. Rajzold le, mit latsz, ha
a kockat elolrdl, hatulrdl, alulrdl, f6lialrdl, jobboldalrdl, illetve baloldalrél nézed!
b) Rajzold le ezeket a nézeteket, ha a kocka atlatszo f6lidbol késziilt, és ugyanezek a szines szaka-
szok vannak rajta kijelolve!

o

8. Fehér kartonbdl késziilt kocka harom lapjara az abran lathaté médon kiilonboz6 figurdkat rajzol-
tunk, a tobbi lapjat tiresen hagytuk. Az alatta 1év6 6t kocka koziil, melyik az, amely ugyanezt a
kockat dbrazolja, csak mas helyzetben?

o

& 7, > -

i
EN
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9. Szabélyos egy dobdkocka, ha a szemkozti lapjain 1év6 pontok 6sszege 7. Két szabalyos dobdkockét
a 6-o0s lapjuknal 6sszeragasztunk. Az aldbbi abrak koziil melyik lehet helyes?

o ol o o, o o,
' °
e o o ol o ol
e o, o of o
° ° ' ° '
o ol o o °

10. Szabélyos egy dobdkocka, ha a szemkozti lapjain 1év6 pontok dsszege 7. Az dbran 1év6 egyik lap
pontszamat megadjuk. Hanyféle kitoltés lehetséges, ha szabalyos dobokockat szeretnénk kapni?
Helyezd el a pottyoket a kocka kiteritett hal6jan!

11. a) Hat darab egybevago négyzetbdl készitsd el a kocka Osszes lehetséges halojat! Azokat a halo-
kat tekintjiik kiilonbdz6nek, amelyek semmilyen mozgatassal nem vihet6k egymasba.
b) Keress olyan 6 db négyzetbdl 4116 sokszogeket is, amelyekbdl nem készithetd kocka!

12. Négy darab egybevagd szabalyos haromszogbdl készitsd el a szabdlyos tetraéder kiillonbozd
haléit! Azokat a haldkat tekintjiik killonboz6nek, amelyek semmilyen mozgatassal nem vihet6k
egymasba. Keress olyan 4 db szabalyos haromszogbdl 4116 sokszogeket is, amelyekbdl nem készit-
hetd szabalyos tetraéder!

13. Nyolc darab lcm élG kocka lapjait szinezziik. Minden egyes lapot pirosra, vagy kékre. Hogyan
tehetjiik meg ezt, hogy a nyolc kiskockabdl akar piros, akar kék szint 2 cm élt kockat 6ssze tud-
junk rakni?

14. A kocka élein megjel6lt pontok élfelez6 pontok. Milyen haromszoget hataroznak a felsorolt cstics-
pontok?

ABC, BDF, ABE, BDE

® -

A

15. H Hény olyan derékszogii haromszog létezik, amelynek csticsait egy adott kocka csticsai koziil
valasztjuk. A kocka csucsait jeloljék az ABCDEFGH nagybettik.
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7-8. EVFOLYAM

Példa
Egységkockakbdl 4116 épitményeink harom, egymasra paronként meréleges hatarold lapjaival
allitsunk parhuzamos sikokat! Az épitményeknek, ezekre a sikokra esé merdleges vetiileteit
nevezziik elolnézetnek, feliilnézetnek és oldalnézetnek. Az oldalnézetet — megallapodds sze-
rint — a jobb oldali nézetet jelenti. (Ezt Ggy is elképzelhetjiik, hogy ezeket a vetiileteket latjuk,
ha az épitményre a megadott irinyokbdl merdlegesen ranéziink.)

elolnézet feltlnézet oldalnézet

1. Rajzold le az abran lathato, 6t egységkockabdl allo épitmények elolnézetét, feliilnézetét és oldalné-
zetét!

a) b) C)

: J [FrT

2. Ot egységkockabdl olyan épitményeket készitettiink, amelyeknek harom kiilénbézé nézete az
abran lathat6. Rajzold le a térbeli dbrajat!

a) elolrdl oldalrdl feltlrdl
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3. Egységkockakbol egyrétegii ,lyukas falat” épitiink, majd szintén egységkockakbol elkészitjiik az
épitményeket. Valaszd ki, hogy mely épitmények férnek &t a ,lyukon”! Az épitmények tetszés sze-
rint forgathatok.

:

= [TT

4. Egy 6 cm éll tomor kockabdl az abran lathaté médon levagunk két hasabot. Milyen hataroldlap-
jai lesznek az 1j testnek. Mekkora a haziké tetejének teriilete? Milyen hosszt az élvaza? (Elvaz
hossza: az élek hosszdnak az 0sszege)

WL

5. Kétegybevago szabalyos tetraédert egyik lapjuknal 6sszeragasztunk, igy egy kettds gulat kapunk.
Rajzold le az 4j test hal6jat!

6. Készitsd el olyan egyenld élti szabalyos gulaknak a hél6jat, melyek alaplapja

a) szabdlyos haromszog
b) négyzet

¢) szabalyos 6tszog

d) szabélyos hatszog!

Vizsgald meg lehet-e mindegyikbdl gulat késziteni!
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7. Az abran lathat6 alakzatokbdl valaszd ki azt, amelybdl testet lehet épiteni! Jellemezd a testet! Hany
éle van az elkészitett testnek? Azonos szinnel jel6ld meg a test halojan azokat a szakaszokat, ame-
lyek mentén Osszeragasztva, valéban az altalad mondott testet kapjuk!

a) l b) l
8. Négy darab egybevagé egyenlszart haromszogbdl készitsd el egy hdromszog alapt gla kiilon-
bo6z6 haloit! Azokat a halokat tekintjiik killonb6z6ének, amelyek semmilyen mozgatéssal nem vihe-

ték egymasba. Keress olyan 4 db egyenld szart haromszogbdl allo sokszogeket is, amelyekbdl
nem készitheté haromszog alapu gula!

9. Négy darab egybevagd egyenldszara, derékszogt haromszogbodl készitsd el egy haromszog alapt
gula kiilonboz6 halosit! Azokat a hdlokat tekintjiitk kiillonbozének, amelyek semmilyen mozgatas-
sal nem vihet6k egymasba.

10. B Hat darab egybevago szabdlyos haromszogbdl, egy-egy oldaluk egymashoz illesztésével sok-
szogeket készitiink. Hany kiilonb6z6 sokszog létezik? Ezek koziil hany olyan van, amely kettds
gula haldja? (Azokat tekintjiik kiilonb6z6 sokszogeknek, amelyek semmilyen mozgatassal nem
hozhatok fedésbe.)

11. Egy 10 cm élG tomor kocka egyik lapjara kétféleképpen illesztiink egy 5 cm magassagu szabalyos
négyoldala gulat. Az egyik esetben hozzaragasztjuk, masikban pedig kivagjuk belSle a gulat.

a) Rajzold le a keletkezett Gj testek halojat!
b) Hasonlitsd ¢ssze a két 1j test felszinét!
¢) Mindkét esetben szamitsd ki az 6j test és a kocka térfogatanak ardnyat!

ANy

12. Kosd 0ssze egy 8 cm él fakocka szomszédos éleinek felezpontjait, és ezekre a pontokra fektetett
sikkal vagd le a kocka sarkait! Milyen sokszogek hatdroljak az 6j testet? Hany csticsa, éle és lapja
van? Rajzold le a haldjat! Rajzold le egy levagott gula haldjat is!
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13. Egy 9 cm élt tomor kocka éleinek harmadol6 pontjait megjeloljiik. Egy csticsdba 6sszefuto éleinek,
a nevezett csticshoz kozelebbi harmadol6 pontjaira fektetett sikkal kocka sarkait levagjuk. Milyen
hatarol6 lapjai lesznek a megmaradt testnek? Rajzold le a hal6jat! Igaz-e, hogy az 1j testet is szaba-
lyos sokszogek hataroljak?

1. H Egy fabol késziilt kockét az dbrdn megjelolt harom cstacspontjara fektetett sikkal két részre
vagjuk. Rajzold le a keletkezett két test hal6jat, majd a halén a vagas menti éleket jelold meg szi-
nessel!

M

15. Tiikrozziik a kockat kifelé minden lapjara! Hany hatarol6lapja lesz az igy keletkezett testnek? Az
4j test térfogata hanyszorosa az eredeti kocka térfogatanak? Rajzold le a haldjat! Az Gj test felszine
hényszorosa az eredeti kocka felszinének?
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9-10. EVFOLYAM

1. Egy kocka élein megjeloltiink néhany pontot.
a) Keress olyan pontnégyeseket, amelyek egy sikban vannak!
b) Keress olyan pontnégyeseket, amelyek nincsenek egy sikban!

C
E
®B
F Dy
A
’z—  o—

G

2. Egy kocka élein megjeloltiink néhany pontot. Milyen haromszoget hataroznak meg a felsorolt
ponthdrmasok: BCD, BFD, FGC, ACE, GBE? Hatarozd meg a haromszogek oldalait!

C
E
o )
F D
A
Zz  o—

G

3. Egy kocka élein megjeldltiink néhany pontot. Vélaszd ki azokat a pontokat, amelyek téglalapot,
paralelogrammat, trapézt, illetve deltoidot hatdroznak meg!

E D

¢

A B

4. Egy 8 cm kockéra, az abran lathaté médon, egy 4cm éliit ragasztunk. Allapitsd meg, hogy a
kapott testnek milyen Gj hatarolélapjai keletkeztek! Hany lapja éle és cstcsa van az 1j testnek?
Ervényes-e erre az Gj testre az Euler-tétel? (lap+cstcs=€1+2)
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5. Rajzold le azt a testet, amelynek el6lnézete, feliilnézete és oldalnézete az abran lathato!

elolnézet feltilnézet oldalnézet

6. Egységkockakbdl 3 cm élt tomor kockat épitiink. Mennyivel valtozik a kocka felszine, ha
a) Minden csticsanal kiemeliink egy-egy egységkockat,
b) Minden élének kozépsé egységkockajat emeljiik ki,
¢) Minden lapjanak kozéps6 egységkockdjat emeljiik ki.

7. Egy 10 cm éli kocka egyik lapjara olyan 10 cm magassagu szabalyos négyoldala gulat ragasztunk,
amelynek alaplapja egybevagé a kocka lapjaval. Keresd meg a T csticsbdl az A csticsba vezet6 leg-
rovidebb utat, ha a test
a) élein,

b H belsejében haladhatunk!

A

8. a) Egy a éli kocka minden lapjara kifelé egy-egy a/2 magassdgt szabdlyos négyoldalt gulat
ragasztunk. A gula alaplapja egybevago a kocka lapjaval. Hanyszorosara valtozik a kocka tér-
fogata?

b) Hanyszorosara valtozik a kocka térfogata, ha ilyen guldkat vagunk ki a kocka minden lapjanal?

9. Megrajzoltuk a kocka szemkozti lapjainak kozéppontjan dtmené egyik forgdstengelyét. Mekkora
az a szog, amely a kockat, a megjelolt tengely koriil elforgatva 6nmagaba viszi at? (0"<a<360")
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10. Megrajzoltuk a kocka egyik lapétléjat. A végpontok megjelolésével sorold fel
a) az ezt metsz6 lapatlokat,
b) az ezzel kitér6 lapatlokat!
Mekkora szoget zarnak be ezek a lapatlok az eredetivel?

H G

A B

11. Jeloljiikk meg a kocka lapkozéppontjait.
a) Milyen test csticspontjai ezek a pontok?
b) H Allitasodat igazold!

12. Milyen testet hatdroznak meg a szabdlyos tetraéder lapkozéppontjai? H Allitasodat igazold!
13. Milyen testet hatdroznak meg a szabdlyos tetraéder élfelez6 pontjai?

14. Szabalyos haromszog alapt egyenld éli egyenes hasab lapkozéppontjai milyen testet hataroznak
meg? Szabalyos-e ez a test?

15. Kosd 0ssze a szabalyos oktaéder szomszédos lapjainak kozéppontjait! Milyen testet hataroznak
meg ezek az élek?
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11-12. EVFOLYAM

1. Egységkockakbol 3 cm €l tomor kockat épitiink. Mennyivel valtozik a kocka felszine, ha
a) egy szemkozti lapparjanak kozépsé kockaindl, a lapra merdlegesen a kockat kifarjuk?
b) két szemkozti lapparjanak kozépsé kockaindl, a lapra merélegesen a kockat kifarjuk?
¢) harom szemkozti lapparjanak kozépsé kockainal, a lapra merdlegesen a kockat kiftrjuk?

2. Egy kocka cstcsain hany olyan sik fektethets, amely pontosan hdrom kockacsticson halad at?
Sorold fel a kiilonb6z6 pontharmasokat! Milyen sikidomot metszenek ki ezek a sikok a kockabol?

3. Hany forgastengelye van egy kockanak? A forgastengelyek tipusai szerint 4llapitsd meg, hogy a
kockdnak arra a tengelyre nézve hany fokos forgasszimmetriaja van! (0°<a<360°)

4. Ot-6t egységkockabol készitettitk az dbran lathat két kiilonbozs épitményt.
Ilyenek felhasznalasaval készitsd el a lehet6 legkisebb tomor kockat!

a) b)

]
5. Egy szabalyos haromszog alapti egyenes hasab alapéle a. A hasabba gomb irhat6. Mekkora a beirt
gomb sugara?

6. Egy haromszog alapt egyenes hasdb minden éle egyenl§, a koréirhaté gomb sugara . Mekkora a
hasdb magassaga?

7. Egy a élti kocka minden lapjara kifelé egy — a kocka lapjaval egybevagoé alapta — négyoldala szaba-
lyos gulét illesztiink. Mekkora lehet a gilak magassaga, ha kapott Gj test
a) konvex b) konkav?

8. Egy a élti kocka minden lapjara kifelé egy — a kocka lapjaval egybevagé alapt — négyoldala szabé-
lyos gulét illesztiink. A gtla oldallapjanak az alaplappal bezart szoge 45°. Jellemezd az igy kapott
testet!

Milyen hatarol6lapjai vannak?
Hény éle, lapja cstcsa van?
Mekkora a test egy éle?

Mekkora a szomszédos élek szoge?

7 oz

9. Hatdrozd meg az el6z6 feladatban el64llitott rombikus dodekaéder lapszogét!
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10. Egy téglatest élei 4, 4, és 10 egység hossztiak. Két lapjan, az dbra szerint megjeldltitk a K és az L
pontokat. A téglatest feliilletén mozogva, a megjelolt pontokat 6sszekot6 utak kozott 1étezik-e 14
egységnél rovidebb?

2e
2e /
/
¥ e
K 4e
4e L
g e
v —
2e
10e 2e

11. Igazold, hogy a kocka sikmetszete lehet
a) szabalyos haromszog,
b) egyenlészérd, de nem szabélyos haromszog,
¢) nem specidlis haromszog!

12. Igazold, hogy egy kocka sikmetszete lehet
a) trapéz,
b) paralelogramma,
c) deltoid!

Mindharom esetben specidlistdl kiilonb6zé négyszogeket keresiink.

13. Igazold, hogy a tetraédert lehet paralelogrammaéban metszeni!
Kiilonbozo tetraéderek esetén milyen lehet ez a paralelogramma?

14. H Lehet-e egy kocka sikmetszete 6tszog vagy hatszog? Hatszog esetében bizonyitsd be, hogy
mikor kaphatunk szabdlyos hatszoget!

15. B Lehet-e egy szabdlyos oktaédert szabalyos hatszogben metszeni?
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FELADATOK MEGOLDASA

5-6. EVFOLYAM

1. Egységkockakbdl készitett épitmények rajzét latod az dbran. Készitsd el ezek alaprajzat!

a) b)
Y
I
Megoldas
a) 3 b)
2 2
3 1 1 2 3 1

2. Az abran térbeli épitmények alaprajzat latod.
a) Az alaprajzbdl dllapitsd meg, hogy az épitményhez dsszesen hany kockat hasznaltunk?
b) Rajzold le az épitményt!
¢) Hatdrozd meg, hogy az egységkockakbodl dsszeallitott testek felszine hany egységnégyzet?

1 1 1 1 2 2 2 2
1 1 1 1 1
1
Megoldas
a) I 5db
II. 4db
1. 9 db egységkockdt haszndltunk
b) L 1L 111
]
o I 1L 111

A, =28 ¢2 Ap=18 ¢ A=30¢

19
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3. Készits kiilonboz6 épitményeket
a) héarom, b) négy darab egységkockabdl!
(Kiillonbozének tekintiink két épitményt, ha semmilyen mozgatassal nem hozhat6k fedésbe egy-
massal.) Hanyat talaltal?

a)

:

4. Rajzold le a kovetkez6 abran lathat6 épitmények elolnézetét, felillnézetét és oldalnézetét!

a) b)

Megoldas

a) elolnézet feltilnézet oldalnézet
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5. Egységkockakbdl egy ,lyukas falat” épitiink, majd szintén egységkockakbol elkészitjitk az épit-
ményeket. Valaszd ki, hogy mely épitmények férnek at a ,lyukon”! Az épitmények tetszés szerint
forgathatok.

Megoldas
Rajzold le az alakzatok oldalnézetét és gyozddj meg rola, hogy megfeleld forgatdssal, melyik vetiilet lehet
egybevdgo a falon taldlhato réssel.

A résen a B és a D épitmény fér dt.

6. Egy kocka két szemkozti lapja koziil az egyiket pirosra, a masikat kékre festettiik. A lerajzolt halo-
kon az egyiket megjeloltiik. Valaszd ki, hogy melyik lehet a masodik szinezett lap!

7. a) Fehér kartonbdl késziilt kocka lapjain hét szines szakaszt jeloltiink ki. Rajzold le, mit latsz, ha
a kockat elolrdl, hatulrdl, alulrdl, folialrdl, jobboldalrdl, illetve baloldalrél nézed!

b) Rajzold le ezeket a nézeteket, ha a kocka atlatszo f6liabol késziilt, és ugyanezek a szines szaka-
szok vannak rajta kijelolve!

Megoldas

%
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Megoldas
elol hatul alul folal jobb oldal  bal oldal

a)

8. Fehér kartonbdl késziilt kocka hdrom lapjara az dbran lathaté médon kiilonb6zé figurakat rajzol-
tunk, a tobbi lapjat iiresen hagytuk. Az alatta 1év6 6t kocka koziil, melyik az, amely ugyanezt a
kockat dbrazolja, csak mas helyzetben?

N

Megoldas

&/ <7 7=
s ) o
3

1 2

A 3. ésaz 5. kocka ugyanaz.

9. Szabélyos egy dobdkocka, ha a szemkozti lapjain 1év6 pontok 6sszege 7. Két szabalyos dobdkockét
a 6-o0s lapjuknal 6sszeragasztunk. Az aldbbi abrak koziil melyik lehet helyes?

o ol o o, o o,
' °
o o| o o o ol
e o, o of o
° ° ' ° '
o ol o o °

Megoldas
Az 1. ésa 3. lehet jo. (A ,lehet” sz0 arra utal, hogy az dbrdn a kocka hdtso lapjait nem ldtjuk)

10. Szabalyos egy dobdkocka, ha a szemkozti lapjain 1év6 pontok 6sszege 7. Az abran 1évé egyik lap
pontszamat megadjuk. Hanyféle kitoltés lehetséges, ha szabalyos dobokockat szeretnénk kapni?
Helyezd el a pottyoket a kocka kiteritett hal6jan!



FELADATGYUJTEMENY MLELET FEJLESZTES 5-12. EVFOLYAMIG 23

e o
* o
Megoldas
° ° ° °
° ) ° )
[ ] [ ] [ ] [}
o oo ° o oo o o o
o o ° o o o ° °
e o [} [} e o6 o e o
o o o o o o o o
o o o o ° o o o
o o o oo o ° ° o o
[ J [ [ J e o [ J e o
o o o oo o ° ole o
. ° . .
[} [ ] [} [ ]
° ° ° °
o o . o o0 o . o o
) ° ° o (o o o o
° o ° o oo o ole o
e o e o e o e o
° o ° o ° o ° o
e oo e oo o [ ] e o
o o o o o ° ) )
e o [ J e oo o [ ] e o

11. a) Hat db egybevagd négyzetbdl készitsd el a kocka Osszes lehetséges haldjat! Azokat a halokat
tekintjik kiilonb6z6nek, amelyek semmilyen mozgatassal nem vihetSk egymasba.
b) Keress olyan 6 db négyzetbdl 4116 sokszogeket is, amelyekb6l nem készithet6 kocka!

Megoldas
a)

Tizenegy kiilonbdzd kockahdlo étezik.



24  TERSZEMLELET FEJLESZTES 5-12. EVFO FELADATGYUJTEMENY

b)

Példaul ezekbdl nem lehet kockit épiteni.

12. Négy darab egybevagd szabalyos haromszogbdl készitsd el a szabdlyos tetraéder kiillonbozd
haléit! Azokat a haldkat tekintjiik kiilonbozének, amelyek semmilyen mozgatassal nem vihet6k
egymasba. Keress olyan 4 db szabalyos haromszogbdl 4ll6 sokszoget is, amelyekbdl nem készit-
hetd szabalyos tetraéder!

Megoldas

Szabilyos tetraéder hildja: a) b)
Nem lehet szabdlyos tetraéder hdldja: c)

13. Nyolc darab b 1 cm €l kocka lapjait szinezziik. Minden egyes lapot pirosra, vagy kékre. Hogyan
tehetjiik meg ezt, hogy a nyolc kiskockdbdl akar piros, akar kék szinti 2 cm éld kockat 6ssze tud-
junk rakni?

Megoldas
Mivel minden kiskocka a nagyobb kocka sarkdban van, tehdt mindegyiknek hdrom lapja ldthato, ezért a
kiskockdk hdrom egymdsra paronként merdleges lapjait pirosra, a mdsik hdrmat kékre kell festen.

14. A kocka élein megjel6lt pontok élfelezé pontok. Milyen haromszoget hataroznak a felsorolt cstics-
pontok? ABC, BDF, ABE, BDE

F
&

A

Megoldas -
Az ABC hiromszig egyenldszdrii, derékszogil,
A BDF hdromszdg egyenld sziril,
Az ABE hdromsz0g ,dltaldnos” (oldalainak hossza kiilonbizo),
A BDE hdromszdg egyenldszdrii, derékszogil.
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15. H Haény olyan derékszogh haromszog létezik, amelynek csticsait egy adott kocka csticsai koziil
valasztjuk. A kocka csucsait jeloljék az ABCDEFGH nagybettik.

Megoldas
H G

A B
Els¢ tipusba soroljuk azokat a derékszdgil haromszigeket, amelyeknek befogdi egy-egy kockaoldallal egyen-
I6k, dtfogdja pedig egy lapdtld. (Pl.: BFG hdromszdg) Ezekbdl minden lapon négy darab van. Hat lapon,
dsszesen 24 ilyen hdromszog van.

Madsodik tipusba azokat a derékszogii hdromszogeket soroljuk, amelyek egyik befogdja egy kockaoldal,
mdsik befogoja egy lapatlo, dtfogdja pedig egy testdtlo. (PlL.: ACE hdromszdg) Minden testitléhoz, a végpont-
jaikon kiviili hat pontot tudjuk hozzdrendelni, ezek hat kiilonbozd hdromszdget hatdroznak meg. Mivel négy
testdtlé van, dsszesen 24 ilyen tipusii hdromszdg van.

Osszesen tehdt 48 db ilyen hdromszog létezik.
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7—8. EVFOLYAM

Példa
Egységkockakbdl 4ll6 épitményeink harom, egymasra paronként merdéleges hatarold lapjaival
allitsunk parhuzamos sikokat! Az épitményeknek, ezekre a sikokra esé merdleges vetiileteit
nevezziik elolnézetnek, feliilnézetnek és oldalnézetnek. Az oldalnézetet — megallapodds sze-
rint — a jobb oldali nézetet jelenti. (Ezt Ggy is elképzelhetjiik, hogy ezeket a vetiileteket latjuk,
ha az épitményre a megadott irinyokbdl merdlegesen ranéziink.)

elolnézet feltlnézet oldalnézet

1. Rajzold le az abran lathato, 6t egységkockabdl allo épitmények elolnézetét, feliilnézetét és oldalné-

zetét!
a) b) c)
g ~
Megoldas
a) elolnézet feltilnézet oldalnézet




FELADATGYUJTEMENY EJLESZTES 5-12. EVFOLYAMIG 27

2. Hot egységkockabol olyan épitményeket készitettiink, amelyeknek harom kiilonb6z6 nézete az
abran lathat6. Rajzold le a térbeli dbrajat!

a) elolrdl oldalrdl feltlrdl

b)

Megoldas

a)
RRRnl

3. Egységkockakbol egyrétegti ,lyukas falat” épitiink, majd szintén egységkockakbdl elkészitjiik az
épitményeket. Valaszd ki, hogy mely épitmények férnek 4t a ,lyukon”! Az épitmények tetszés sze-
rint forgathatok.

‘L ’ ’
: 1
T

C =1
:
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Megoldas

. :

Rajzold le az alakzatok oldalnézetét és gydzodj meg arrdl, (sziikség esetén a vetiilet megfeleld forgatdsdval)
hogy melyik alakzat fér dt a falon lévd résen.

A résen az A,B,C,E épitmények férnek dt, a D nem.

4. Egy 6 cm élt tomor kockabdl az dbran lathaté médon levagunk két hasédbot. Milyen hataroldlapjai
lesznek az Gj testnek. Mekkora a haziko tetejének teriilete? Milyen hosszt az élvaza? (Elvaz hosz-
sza: az élek hosszanak az 9sszege)

(S

Megoldas
A hatdroldlapok az dbrdn ldthatok.

b b b b

WL
W
W
W
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A tet{ teriiletéhez meg kell hatdrozni a b oldalt.

1 1
—a=—-6=3 L
2 2

A két befog6 hossza 3cm és 4 cm. Ekkor az dtfogo b=>5 cm, a Pitagordsz tétel miatt.
A teté teriilete: T= 2 - 6 - 5 = 60 (cm2)
Az élviz hossza: L=7-6+4-2+4-5=70 (cm)

5. Kétegybevago szabalyos tetraédert egyik lapjukndl 6sszeragasztunk, igy egy kett6s guilat kapunk.
Rajzold le az Gj test halojat!

Megoldas

Példaul:

Ldsd 10. feladatot.

6. Készitsd el olyan egyenl éli szabalyos guilaknak a hal6jat, melyek alaplapja
a) szabalyos haromszog
b) négyzet
c) szabalyos 6tszog
d) szabalyos hatszog!

Vizsgéld meg lehet-e mindegyikbdl gulat késziteni!
Megoldas
a) b) c) d)

Az a), b), ¢) hdldkbol készithetd giila, a d) - bol nem.
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7. Az abran lathat6 alakzatokbdl valaszd ki azt, amelybdl testet lehet épiteni! Jellemezd a testet! Hany
éle van az elkészitett testnek? Azonos szinnel jel6ld meg a test halojan azokat a szakaszokat, ame-
lyek mentén Osszeragasztva, valéban az altalad mondott testet kapjuk!

a) b)

Megoldas
a) Kockdin egy négyoldalii szabdlyos giila hdldja. A testnek 16 éle van.
b) Semmilyen testet nem lehet késziteni az alakzatbdl.
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8. Négy darab egybevagd egyenldszart haromszogbdl készitsd el egy haromszog alapa gula kiilon-
bo6z6 héloit! Azokat a halokat tekintjiik kiilonb6zének, amelyek semmilyen mozgatassal nem vihe-
ték egymasba. Keress olyan 4 db egyenld szart haromszogbdl allo sokszogeket is, amelyekbSl nem
készithet6 hdromszog alapu gula!

Megoldas

bW
&

Giila hdldja: a) b) c) Nem lehet giila hdldja: d) e)

c)

SN

9. Négy darab egybevago egyenlSszara, derékszogti haromszogbdl készitsd el egy haromszog alapta
gula kiilonb6z6 haloit! Azokat a hdlokat tekintjiik kiilonb6z6ének, amelyek semmilyen mozgatés-
sal nem vihet&k egymasba.

Megoldas
a) b)

Az dbrin lithatd alakzatok egyikéb6l sem lehet guildt késziteni. Altaldban igaz, hogy négy derékszogii
hdaromszogbol nem lehet giildt késziteni.
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10. B Hat darab egybevago szabalyos haromszogbdl, egy-egy oldaluk egymashoz illesztésével sok-
szogeket készitiink. Hany kiilonboz6 sokszog létezik? Ezek koziil hany olyan van, amely kettSs
gula haldja? (Azokat tekintjiik kiilonb6z6 sokszogeknek, amelyek semmilyen mozgatdssal nem
hozhatok fedésbe.)

Megoldas

3

@@%@%

9 10 11

Tizenkét kiilonbozo sokszoget lehet késziteni.
Ezek koziil kettds giila hdldja lehet: 1,2,3,4,5,8,10,11.

11. Egy 10 cm élG tomor kocka egyik lapjara kétféleképpen illesztiink egy 5 cm magassagt szabalyos
négyoldala gulat. Az egyik esetben hozzaragasztjuk, méasikban pedig kivagjuk beldle a gtlat.
a) Rajzold le a keletkezett 1j testek halojat!
b) Hasonlitsd dssze a két Gj test felszinét!
¢) Mindkét esetben szdmitsd ki az Gj test és a kocka térfogatdnak aranyat!

¥
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Megoldas
d) Mindkét testnek ugyanaz a hdldja.

e) A két test felszine azonos, mert ugyanazok a hatdroldlapjaik.

f) Az elsd esetben a térfogat:
10° 7 7 h_1
V.=10° +—==-.10° ==V, tehit ——=—
: 6 6 6 " Ve 6
A mdsodik esetben a térfogat:
s 10° 55 Va5
V2 —10 T—g 10 —ng t€hﬂt Vk 6

12. Kosd 0ssze egy 8 cm élt fakocka szomszédos éleinek felez&pontjait, és ezekre a pontokra fektetett
sikkal vagd le a kocka sarkait! Milyen sokszogek hataroljak az 4j testet? Hany csticsa, éle és lapja

van? Rajzold le a haldjat! Rajzold le egy levagott gula haldjat is!

Megoldas
Az 1] testet 8 szabdlyos hdromsz0g és 6 négyzet hatdrolja, mert minden levigott csticsndl egy-egy szabi-
lyos hdromsz0g, és minden lapndl egy-egy négyzet keletkezik.

Az 1ij testnek, 12 csiicsa, 24 éle és 14 lapja van.

A test hdldja A levdgott giila hdldja
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13. Egy 9 cm élt tomor kocka éleinek harmadol6 pontjait megjeloljiik. Egy csticsdba 6sszefutd éleinek,
a nevezett csticshoz kozelebbi harmadol6 pontjaira fektetett sikkal kocka sarkait levagjuk. Milyen
hatarol6 lapjai lesznek a megmaradt testnek? Rajzold le a hal6jat! Igaz-e, hogy az 1j testet is szaba-
lyos sokszogek hataroljak?

Megoldas
Az 1ij testet 8 szabilyos hdromszog és 6 nyolcszog hatdrolja, mert minden levigott csiicsndl egy-egy hdarom-

sz0g, és minden lapndl egy-egy nyolcszdg keletkezik.

B
p-

A hatdroldlapok kozott a hdaromszogek szabdlyosak, mert oldalaik
32 em hossziak. A nyolcszogek viszont nem szabdlyosak. Az dbrin megjelolt négy szakasz a négyzet oldald-

nak harmada: 3 cm, a mdsik négy szakasz pedig 32 cm hosszii.

VRN
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1. H Egy fabol késziilt kockat az dbrdn megjelolt harom cstcspontjara fektetett sikkal két részre
vagjuk. Rajzold le a keletkezett két test haldjat, majd a halon a vagas menti éleket jelold meg szi-
nessel!

Megoldas
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15. H Tiikrozziik a kockét kifelé minden lapjara! Hany hataroldlapja lesz az igy keletkezett testnek?

Az 4j test térfogata hanyszorosa az eredeti kocka térfogatdnak? Rajzold le a haléjat! Az gj test fel-
szine hdnyszorosa az eredeti kocka felszinének?

Megoldas

Az 1] testet térbeli keresztnek is nevezik. Olyan test, amelynek minden hatdroldlapja négyzet, mégsem kocka.

Ha a kocka élét a-val jeloljiik, akkor térfogata V =7 a3, tehdt hétszerese az eredeti kocka térfogatinak. Felszine
pedig A= 30 a2, ami 30-szorosa az eredeti kocka felszinének.

Vesd dssze 11-12. évfolyam feladatival!
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9-10. EVFOLYAM

1. Egy kocka élein megjeloltiink néhany pontot.
b) Keress olyan pontnégyeseket, amelyek egy sikban vannak!
¢) Keress olyan pontnégyeseket, amelyek nincsenek egy sikban!

C
E
¢ B
F Dy
A
<z o—

G

Megoldas
a) Egy sikban vannak: ABCD, EFGD, FGCB.
b) Nincsenek egy stkban: GADB, GADC, FGDB, ABDF stb.

2. Egy kocka élein megjeloltiink néhany pontot. Milyen haromszoget hataroznak meg a felsorolt
ponthdrmasok: BCD, BFD, FGC, ACE, GBE? Hatarozd meg a haromszogek oldalait!

.
G
Megoldas
Az oldalak hosszdt Pitagorasz tétellel szamolhatjuk ki. A kocka élét a-val jeloljiik.
BCD hdromszdg egyenldszdrii derékszogi, oldalai: a, %«/5 , g V2.

BFD hiromsziig egyenlGszirii derékszigi, oldalai: a,a, a2

FGC hdromszig egyenld szidrtl, oldalai: g\/i ; a\/g ; a\/g .

3
ACE hdromszog derékszogii hdromszog, oldalai: a, g\/g , E a.

GBE hdromsz0g ,dltaldnos” hdromszog, oldalai: %a , g ﬁ . a \/g .
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3. Egy kocka élein megjeloltiink néhany pontot. Vélaszd ki azokat a pontokat, amelyek téglalapot,
paralelogrammat, trapézt, illetve deltoidot, hatdroznak meg!

E D

Megoldas
Téglalap: GCDF
Paralelogramma: AGEF
Trapéz: ABDE (természetesen az el0zd kettd is jo itt)
Deltoid: ABCG

4. Egy 8cm kockara, az abran lathaté médon, egy 4cm éliit ragasztunk. Allapitsd meg, hogy a kapott
testnek milyen Gj hataroldlapjai keletkeztek! Hany lapja éle és csticsa van az 4j testnek? Ervényes-e
erre az Uj testre az Euler tétel? (lap+cstics=é1+2)

Megoldas
A kis kockdnak egy lapja eltiinik. A nagy kockdnak egy lapja helyett az dbrin ldthato lap keletkezett.

A lapok metszeténél élek, az élek metszeténél csiicsok keletkeznek.

LAP EL csucs
11 24 16

11 + 16 = 27 # 24 + 2, tehdt nem érvényes az Euler tétel.
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5. Rajzold le azt a testet, amelynek eldlnézete, feliilnézete és oldalnézete az dbran lathato!

elolnézet feltilnézet oldalnézet

Megoldas

6. Egységkockakbol 3 cm éld tomor kockét épitiink. Mennyivel véltozik a kocka felszine, ha
a) Minden csticsanal kiemeliink egy-egy egységkockat,
b) Minden élének kozéps6 egységkockdjat emeljiik ki,
¢) Minden lapjanak k6zéps6 egységkockdjat emeljiik ki.

Megoldas
a) A kocka felszine nem vdltozik, mert minden csiicsndl egy - egy kis kocka hdrom lapjit veszitjiik el, és
mindeniitt ugyanennyit nyeriink.
b) Minden él kizepén két eqységnégyzet teriiletet veszitiink, és helyette négyet nyeriink. A kocka 12
élénél Osszeszdamolva ezeket dsszesen 12 - 2=24 teriiletegységgel nd a felszin.
¢) Minden lap kozepénél elveszitiink egy egységnégyzet teriilet, és helyette 6tot nyeriink. A kocka 6 lap-
jandl dsszeszdmolva ezeket 6 - 4 = 24 teriiletegységgel nd a felszin.

7. Egy 10 cm élt kocka egyik lapjara olyan 10 cm magassagu szabélyos négyoldala gualat ragasztunk,
amelynek alaplapja egybevago a kocka lapjaval. Keresd meg a T csticsbdl az A cstcsba vezetd leg-
rovidebb utat, ha a test
a) élein,

b H belsejében haladhatunk!
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Megoldas

b)

Megoldas a’

a)

E
Eleken haladva a legrovidebb it az eqy kockaélnek (a), és az ahhoz csatlakozé giilaélnek (b) az dsszege. A
Quilaél az dbrdn lathatd EFT derékszdoti hdrameriohl hatdvozhaté meg Pitagorasz tétellel.
EF =532 (cm) b=+5-2) +10% 12,2 (cm)
A legrividebb 1t hossza: a+b=10 + 12,2 ~ 22,2 (cm)
b)

T

A
A test belsejében haladva a legrovidebb 1it az A,T pontokat dsszekotd szakasz. Ez a szakasz dtfogdja az AKT
derékszogii hdromszignek.
A befogok ismeretében az dtfogo Pitagorasz tétellel szamolhato.

AK =532 (cm) KT =a+m (cm) AT =(5-2) +20* ~21.2 em)

Egy a élti kocka minden lapjara kifelé egy-egy a/2 magassagu szabalyos négyoldala gulat
ragasztunk. A gula alaplapja egybevéago a kocka lapjaval. Hanyszorosara valtozik a kocka tér-
fogata?

Hényszorosara valtozik a kocka térfogata, ha ilyen gtilakat vagunk ki a kocka minden lapja-
nal?

|

3

a
R Hat ilyen giila térfogata éppen a kocka térfogatdval

egyenld. Az 1ij test a kocka térfogatinak kétszerese.
b) Ha a feltételeknek megfeleld giildkat kivigjuk a kockdbdl, akkor a test teljesen eltiinik, vagyis a térfogat
0 lesz.

o

a) Egy ilyen gila térfogata V, =

9. Megrajzoltuk a kocka szemkozti lapjainak kézéppontjan atmend egyik forgastengelyét. Mekkora
az a sz0g, amely a kockat, a megjelolt tengely koriil elforgatva 6nmagéba viszi at?
(0°<a<360")

Megoldas

90°, 180°, 270°, mert a négyzet lapkozéppontjira nézve ezekkel a forgdsszimmetridkkal rendelkezik.

10. Megrajzoltuk a kocka egyik lapatléjat. A végpontok megjel6lésével sorold fel

a)

az ezt metszd lapatlokat,
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b) az ezzel kitér6 lapatlokat!

Mekkora szoget zarnak be ezek a lapétlok az eredetivel?

H G
E F
b C
A B
Megoldas
H G
F
E
C
D
A B

a) Metsz0 dtlok:
FH, GB, EB, GD, ED
EG és FH szoge 90°, mert ezek eqy négyzet dtloi.
EG és GB, EG és EB, EG ¢és GD, EG és ED dltal bezirt szogek 60°-osak, mert az EGB és az EGD
hdromszdgek szabdlyosak.

b) Kitérd atlck: BD, AF, CH, FC, és AH.
EG és BD szdge 90°, mert BD pdrhuzamos FH-val.
EG és AF szige egyenld EG és GD szdgével, mert AF parhuzamos GD-vel. Ez a sz0g pedig 60 °-0s.
CH, FC és AH atlok eltolissal az eredeti dtléval metsz helyzetbe hozhatdk, ezért ezek is 60 °-0s szoget
zdrnak be EG-vel.

11. Jeloljitk meg a kocka lapkézéppontjait.
a) Milyen test csticspontjai ezek a pontok?
b) H Allitasodat igazold!
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Megoldas
Az a élii kocka hdrom, egymidsra merdleges lapjanak kozéppontja szabilyos hdromszoget hatdroz meg.
72

(A hdromszog minden oldala Bid hosszii). A kockdnak barmely két szemkizti lapkozéppontjdn dthaladd
2

t forgistengelyére nézve 90 °-os forgdsszimmetridja van. Az 1ij test csticsai éppen a lapkozéppontokban van-
nak, ezért az is rendelkezik ezzel a forgdsszimmetridval. A hat kijelolt pont mindkét testen, szimmetrikus

a kocka kozéppdrhuzamos S sikjdra is. Ezért ezek a pontok két, eqymissal eqybevigo szabdlyos, a\f éli
négyoldalii guildt hatdroznak meg, négyzetlapjukndl dsszeillesztve. A sikszimmetria és a forgdsszimmetria

miatt a test minden lapszoge egyenld. Tehit a kapott test eqy szabidlyos oktaéder.

12. Milyen testet hatdroznak meg a szabdlyos tetraéder lapkozéppontjai?
H Allitasodat igazold!

Megoldas

Az E,EG,H pontok a szabilyos tetraéder lapjainak silypontjai. A négy silypontbdl barhogyan kivd-
lasztva kettdt, és azokat dsszekotve, olyan testet kapunk, amelynek 4—23 =6 éle van. Vizsgiljuk az dbrin

kiemelt részletet. Az ABC lap egyik stilyvonala CK, az ABD lapé pedig DK. Ekkor az 1ij test GH oldala,
a sulypont osztdsi ardnya, valamint a pdarhuzamos szeldk tételének megforditisa miatt parhuzamos DC
oldallal, és annak harmada. Hasonloan beldthato ez, a keletkezett test mind a hat élérél. Tehdt a testet 4 db
szabdlyos hdromszdg hatdrolja. Az eredeti tetraéder 120°-os forgdsszimmetridja, lapjainak siilypontjaira is
érvényes, ezért az 1j test hasonlé az eredetihez, igy az is egy szabdlyos tetraéder.

Erdemes megjegyezni, hogy a hasonldsdg ardnya %, a két test felszinének ardnya é, térfogatdnak

ardnya pedig 1
27

13. Milyen testet hatdroznak meg a szabdlyos tetraéder élfelez6 pontjai?
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Megoldas

E

Az élfelezd pontok dltal hatdrolt szakaszok a szabdlyos tetraéder hatdrold- lapjainak kozépvonalai, ezek
egyenlSk. Minden oldallapon, és minden csticsndl keletkezik egy-egy szabdlyos hdromszog. Az 1j testet
tehdt 4+4=8 szabdlyos hdromszog hatdrolja. A lapszog meghatdrozdsihoz az dbrdn berajzolt EGF egyenld
szdrii hdromszdg G csticsndl 1évd szogét kell vizsgilni. Az 1ij test barmely két szomszédos lapjandl, evvel
eqybevdgo hdaromszoget taldlunk, mert e hdromszogek szdrai az 1ij test egy oldallapjinak a magassdigaival
eqyenlk, alapjai pedig a szabilyos tetraéder két szemkazti élének a tavolsigdval. Igy az iij test minden
lapszoge egyenld. Tehdt a szabilyos tetraéderen kijelOlt hat pont egy szabdlyos oktaéder hat csticsa.

14. Szabalyos haromszog alapt egyenl6 élti egyenes hasab lapkozéppontjai milyen testet hatdroznak
meg? Szabalyos-e ez a test?

Megoldas
b
C B
A
Az dbrdn ldthatd, hogy az 6t pont dsszekitésével egy hdromszdg alapil kettls guildt nyeriink. Az 1j test éleit
hatdrozzuk meg.

A GF él feddlapra es6 merdleges vetiilete G'F'. Ez utobbi a fedblap hdromszig kozépvonala, ami é-vel
2

eqyenld, és mivel a GF él parhuzamos a fedélappal, ezért GF= G'F'= é

2
Az SF él hosszit az SDF derékszogii hdromszdgbdl hatdrozzuk meg. SD az alaphdromszig magassiga-

nak %—a, DF pedig az a négyzet oldaldnak fele: é
2
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SF =/SD* + DF? = [[#jﬂ:(gr _

b> b [ b b
o e o i SF=—
12 4 3 3 3

Tehdt GF él nem egyenld SF éllel, ezért a test nem lehet szabdlyos.

15. Kosd 0ssze a szabalyos oktaéder szomszédos lapjainak kozéppontjait! Milyen testet hatdroznak
meg ezek az élek?

=

Megoldas

t

A szabilyos oktaéder nyolc lapkdzéppontja van, ezek lesznek az 1ij test csticsai. Az oktaéder szimmetria
tulajdonsdgai alapjdn bizonyithatd, hogy ez az 1ij test egy kocka.
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1-12. EVFOLYAM

1. Egységkockakbdl 3 cm €l tomor kockat épitiink. Mennyivel valtozik a kocka felszine, ha
a) egy szemkozti lapparjanak kozépsé kockaindl, a lapra merdlegesen a kockat kifarjuk?
b) két szemkozti lapparjanak kozépsé kockainal, a lapra merdlegesen a kockat kiftrjuk?
¢) harom szemkozti lapparjanak k6zépsdé kockdinal, a lapra merdlegesen a kockat kifarjuk?

Megoldas
L /[
[ L/
/
vd !
A4
f /
/
b) c)
/L

a) Ha kivagjuk a kockdbdl az a) dbrin 1évd 3 kockdbdl dllo alakzatot, akkor a kocka felszine
2 - Iem2= 2 cm2-rel csokken, és a kocka belsejében keletkezik egy 3 - 4 cm2 = 12 cm2 nagysdgi 1ij
feliilet. Igy a kocka felszine 12 cm2— 2 cm2= 10 cm?2-rel nivekszik.

b) Ha kivdgjuk a kockdbdl a b) dbrdn 1évd 5 kockdbdl dllé alakzatot, akkor a kocka felszine
4 - Iem2= 4 cm2-rel csokken, és a kocka belsejében keletkezik eqy 4 - 4 cm2 = 16 cm2 nagysagu vj
felitlet. Igy a kocka felszine 16 cm2 — 4dcm2= 12 cm2-rel nivekszik.

¢) Ha kivdgjuk a kockdbdl a c) dbrdn lévd 7 kockdbdl dllé alakzatot, akkor a kocka felszine
6 - 1 cm2= 6 cm2-rel csokken, és a kocka belsejében keletkezik egy 6 - 4 cm2 = 24 cm? nagysdagi 1ij
feliilet. Igy a kocka felszine 24 cm2 — 6 cm2= 18 cm2-rel nivekszik.

2. Egy kocka csticsain hany olyan sik fektethet6, amely pontosan harom kockacsticson halad 4t? Sorold fel
a kiilonb6z6 pontharmasokat! Milyen sikidomot metszenek ki ezek a sikok a kockabol?

Megoldas
H G
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Az dbrin megjelolt csticsokat vizsgdlva az A csticcsal hdrom kiilonbozd ponthdrmas dll el6. Az ACH, az
AFC és az AFH. Minden kockacsticshoz hdrom ponthdrmas tartozik, de igy minden ponthdrmast éppen
hdromszor szamoltunk. Ezért dsszesen (8 - 3) : 3 = 8 kiilonbdzd ponthdrmas létezik.

ACH, AFC, AFH, BGD, BEG, BDE, CHF, DGH.

Ezek a ponthdrmasok szabdlyos hdromszdget hatdroznak meg, mert minden hdromszdgoldal a kocka egy
lapdtloja.

3. Hany forgastengelye van egy kockanak? A forgastengelyek tipusai szerint allapitsd meg, hogy a
kockénak arra a tengelyre nézve hany fokos forgasszimmetriaja van! (0°<a<360°)

Megoldas

a) b) c)

¢ t, KG ” L,
H G C C

e <

E r / \

D s> "
D C B C

L A

A E B

B A L

A szemkozti lapok kozéppontjin dtmend egyenesre (t,) a kockdnak 90°-,180°-, 270 °-o0s forgdsszimmetridja
van. A hdrom pdr lapkizépponton, hdrom t, tipusii tengely halad dt. Igy a kocka 3 - 3 = 9-féleképpen hoz-
haté onmagdval azonos helyzetbe.

A szemkozti élek felezd pontjan dtmend egyenesre (ty) a kockdnak 180°-o0s forgdsszimmetridja van,
mert pl.: az dbran megjelolt DBCHFG derékszogil hdromszog alapii egyenes hasdb a t, tengely koriil for-
gatva 180°-ra forgdsszimmetrikus. A hat pdr élfelez ponton, hat t, tipusti tengely halad dt. Igy a kocka
6 - 1 = 6-féleképpen hozhaté onmagdval azonos helyzetbe.

Az dtellenes csticsokon dtmend egyenesre (t.) a kockinak 120°-0s, 240°-0s forgdsszimmetridja van,
mert a t. szimmetria tengely az EDG és ACF szabilyos hdromszogek kozéppontjin halad dt, és ezek a
hiromszigek 120°-ra, és 240°-ra forgis-szimmetrikusak. A négy pir dtellenes csiicson, négy t, tipusti
tengely halad dt. Igy a kocka 4 - 2=8-féleképpen hozhatd 6nmagival azonos helyzetbe.

4. H Orot egységkockabol készitettiik az abran lathat6 két kiillonb6zé épitményt.
Ilyenek felhasznalasaval készitsd el a lehetd legkisebb tomor kockat!

a) b)

1
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Megoldas

a

Egy olyan 5x5x5-0s kockit készithetiink, amelynek az alaprajza az dbrdn ldthatd. A kocka els rétegében a)
épitménybdl négyet, a b) -bdl egyet haszndltunk fel. A folotte 1év6 négy réteg ugyanigy késziilhet.

5. Egy szabélyos haromszog alapti egyenes haséb alapéle a. A hasabba gomb irhat6. Mekkora a beirt
gomb sugara?

Megoldas

Ha egy egyenes hasibba gomb irhatd, akkor magassiga kétszerese a gomb sugardnak. Lerajzoltuk a gomb
alaphdromszdgre esé merdleges vetiiletét, igy a gomb fokire az ABC szabdlyos hdromszdg beirt kore lesz.
(Ezt ldtjuk, ha a gombre foliilrél merdlegesen rinéziink.)

l_a-\/g

A fGkor sugara: r = a 30—
Jokor sugara: r [2*@ 37 6

6. Egy haromszog alapt egyenes hasab minden éle egyenl§, a koréirhaté gomb sugara r. Mekkora a
hasdb magassaga?

Megoldas
D F
E
r r r
a a
o 2
r r
- r
A C
a a
B

Mivel az egyenes hasib minden éle egyenld, az a élhossz egyenld a test m magassdgdval. Az dbrdn meg-
rajzoltuk a gomb kozéppont;jibol a hasdb csticsaihoz vezetd sugarakat (r). Az ABCO szabdlyos hdromoldalii

guldn OK= g, OA=0B=0C=rés KA=KB=KC=p. Ez utdbbi a szabdlyos hdromszdg tulajdonsigai miatt
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2

2 2
3[3 - Z-dal egyenld. Az AKO derékszogii haromszigben felirjuk a Pitagorasz tételt: [%] + (%} =p"

3

8
Innen a = ZF\/; , ami egyenld a hasdb magassdgdoval.

7. Egy a élti kocka minden lapjara kifelé egy — a kocka lapjaval egybevéagé alapti — négyoldala szaba-
lyos gulét illesztiink. Mekkora lehet a gtilak magassaga, ha kapott Gj test
a) konvex b) konkav?

Megoldas

a
Az dbrdn jelolt XFY szog pontosan akkor egyenesszdg, ha KFX szdg és LFY sz0g 45°-0s. Ezért a az dbrin

berajzolt KEX és LFY derékszogit hiaromszigek egyenld sziriiak. [gy KF=KX = %, és FL=LY= %. Haa

guildk magassiga ezzel egyenld, vagy ennél kisebb, akkor a test konvex, ha nagyobb, akkor konkdv.

8. Egy a élii kocka minden lapjéra kifelé egy — a kocka lapjaval egybevagé alapti — négyoldalt szaba-
lyos gulat illesztiink. A gtla oldallapjanak az alaplappal bezart szoge 45°. Jellemezd az igy kapott
testet!

Milyen hatarolé6lapjai vannak?
Hény éle, lapja csticsa van?
Mekkora a test egy éle?

Mekkora a szomszédos élek szoge?

Megoldas

a
Ha a giila oldallapjinak az alaplappal bezirt szige 45°, akkor XFY szdg 180° (90°+2 - 45°). Ezért az AYBX
pontok egy sikban vannak. Mivel a kockdra illesztett giildk élei azonosak az AYBX négyszog rombusz, és
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ezt a kocka minden élénél megkapjuk. A testet tehdt 12 egybevdgd rombusz hatdrolja, amit rombikus dode-
kaédernek neveznek.
Az 1ij testnek 24 éle, 12 lapja és 14 csticsa van. (Ervényes az Euler-tétel)

Az AFX derékszb'gﬁ hdromszogben a feladat feltételei miatt
XF= a \/_ AF— — Alkalmazva a Pitagorasz tételt, a test egyik éle:

f a«/_ \/Taf

Vesd dssze a 9. feladat megolddsdval: azzal a gondolatmenettel a rombikus dodekaéder egy éle éppen a

a-Vv3
2

AX

kocka testdtldjdnak fele, azaz

Az AFX derékszdgii hdromszdgben

a
5 1 . o .. o .. . o
Igp=—-==—, innen ¢ = 3526° . A rombusz hegyes szige 70,53°, tompaszige pedig 109,47".
a2 2
2

Tehdt az AXB sz0g 70,53°, az XAY sz0g pedig 109,47 °. A 1ij test élszogei mindeniitt ilyenek.

9. H Hatérozd meg az el6z6 feladatban el6éllitott rombikus dodekaéder lapszogét!
Megoldas

H G

A B
a
Az el6z0 feladat dbrdjdn ldthato ) magassdagi guldt titkrozziik az alaplapjukra mind a hat kockalapon.

Igy a hat giila éppen kitilti a kockdt, és a giila élei egyiitt a kocka négy testdtldjdt alkotjdk. A tiikrizés
szogtartd tulajdonsdga miatt a guldk lapszoge nem viltozik, igy két O csticsii négyoldalii guila szomszédos
oldallapjanak szogét keressiik. Az dbrdn megjelolt ABO és BCO lapok szigének meghatdrozdsidhoz hiizzuk
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meg az AT és a CT merdleges szakaszokat a két haromszog sikjanak OB metszésvonaldra. E két szakasz
szoge adja a lapok szogét. Ez a T pont éppen a kocka A,F,C csiicsai dltal meghatdrozott szabdlyos hdrom-
sz0g kozéppontja, ugyanis a kocka a HB testdtlora forgdsszimmetrikus, és e tengely koriili 120°- os elfor-
gatdssal az A,C,F pontok egymdsra keriilnek. (Ldsd a 11-12. évfolyam 3. feladatdt) Ugyanezért az ACF
hdromszog sikja merdleges OB-re, és az OB szakasz T pontja éppen e hdromszdg forgdscentruma. Tehdt
FIC£ =FTAZ = ATCZ = 120° Ezek a szigek guildink oldallapjinak szogei, koziiliikk az ATCZ az dltalunk
keresett szdg. Mivel ez a gondolatmenet barmely két lapnil elvégezhetd, ezért a rombikus dodekaéder lap-
szogei 120°-osak.

10. Egy téglatest élei 4, 4, és 10 egység hossztuak. Két lapjan, az abra szerint megjeldltitk a K és az L
pontokat. A téglatest feliiletén mozogva, a megjeldlt pontokat 6sszekots utak kozott 1étezik-e 14
egységnél rovidebb?

2e Azﬁv
/
$le
K 4e
4e L
g le
+4/'
2e
10e 2e
Megoldas
2) K=1 10 3 i_
b) TK'\
5 R
o\ P & \i‘
M
B 13 .
[ g .l
P

Ha a K és az L pontokat tartalmazd lapokat az a) dbra szerint teritjiik ki, akkor a KL tdvolsdg valdban 14
egység, de ha a lapokat a b) dbra szerint teritjiik ki, akkor a keletkezett LKM derékszigil hdromszdogben
felirjuk a Pitagorasz tételt :

KL =+13% +5% ~13,93 <14 Tehdt létezik 14 egységnél rovidebb iit.

Meg kell még vizsgilni, hogy a KL szakasz teljes egészében a téglatest hdldjdra esik-e.
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Az LRP derékszogii haromszogben:
3

tge* =— £" ~14,04°

T

Ha KLM szdg kisebb €"-nil, akkor KL szakasz nem felel meg a feltételeknek, ha ennél nagyobb,
akkor igen.

A b) dbrdn az LKM derékszogii haromszigben:
ige = % £~ 21,04°, tehit a KL szakasz a téglapest hdldjanak négy lapjan megy dt, igy a 14 egy-
ségnél rovidebb it a téglatest feliiletén halad.
11. Igazold, hogy a kocka sikmetszete lehet
a) szabalyos hdromszog,

b) egyenlészérd, de nem szabélyos hdaromszog,
¢) nem specialis haromszog!

Megoldas
a) A b) A c) A
D / A\
B B '/ B
. c (
C C C

a) Ha a hdromszog mindhdrom oldala a kocka egy lapitldja, akkor azok szabdlyos hdromszoget hatdroznak
meg. Ha a sikot hdrom ilyen pontra fektetjiik, akkor a sikmetszet szabdlyos hdromszog lesz.

Abrin: ABC hdromszog. Ha a metszd sikot ezzel parhuzamosan, a nyil irdnydban eltoljuk, tovdbbi
szabdlyos hdromszogmetszeteket kapunk.

b) Ha az ABC hdromszdg C csticsdt, a nyil irdnydban eltoljuk, az A és a B cstics helyét nem viltoztatjuk,
akkor egyenldszdrii hdaromszigeket kapunk. Ilyen az ABCy hdromszdg. BC;=ACy, mert ezek a szaka-
szok az ADCy és a BDC; eqybevdgo derékszogii haromszogek dtfogoi.

¢) Haaz ABC hdromszdg C és B csticsdt kiilonbozo nagysdgui vektorral toljuk el, az A csiics helyét nem
vdltoztatjuk, akkor olyan hdromszogeket kapunk, amelyeknek semmilyen specidlis tulajdonsdga sincs.
Ilyen az AB1C; hdromszdg.

12. Igazold, hogy egy kocka sikmetszete lehet
a) trapéz,
b) paralelogramma
Q) H geltoid!

Mindhédrom esetben specialistdl kiilonb6z6 négyszogeket kerestink.

Megoldas
a) g b CixCa—x c,) C c,) D ¢
A D D C,
A1 X
B B X B,
D A
C a=X pAXp A C B

a) Az AB pdrhuzamos CD-vel, mert ha egy pdarhuzamos sikpdrt metsziink egy stkkal, akkor a metszésvo-
nalak parhuzamosak. Tehdt ABCD négyszdg trapéz.
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b) Az AB=CD, mivel ezek, két eqybevigo derékszogii haromszog dtfogoi. Tovdbbd az AB pdarhuzamos
CD-vel, mert ha egy pdarhuzamos sikpdrt metsziink egy sikkal, akkor a metszésvonalak parhuzamosak.
Tehdt az ABCD négyszog paralelogramma.

c) Specidlis deltoid pl.: a (c; dbrdn) lathaté rombusz metszet, ami a b) megolddsnak is specidlis esete.
Deltoidot kapunk, (c, dbra) ha az el6bbi rombusz metszetet tartalmazo sikot, a DB-re merdleges t
tengely koriil elforgatjuk 1igy, hogy az a kocka éleit A3, By és C; pontban metssze. A kocka dtlos sikra
vonatkozo sitkszimmetridja miatt a keletkezett A7 BiC1D négyszdg valdban deltoid.

13. Igazold, hogy a tetraédert lehet paralelogrammaéban metszeni!
Kiilonbo6z6 tetraéderek esetén milyen lehet ez a paralelogramma?

Megoldas

a)

a) dbra:Tetszoleges tetraéder esetében az ABCD négyszdg paralelogramma, mivel a hdromszog kozép-
vonaldnak tétele miatt DC pdrhuzamos EG-vel, és AB is pdarhuzamos EG-vel, tovdbbd mindkettd fele
EG-nek. Tehdt AB pdarhuzamos és egyenld DC-vel. Ez mindhdrom kitér élpdrndl beldthato. (Megmu-
tathato az is, hogy a tetraéder végtelen sok paralelogrammdban metszhetd.)

b) dbraha az EFGH tetraéder HF éle merdleges EG-re, akkor az dbrdn ldthaté sikmetszet téglalap. Ha
bdrmely két szemkazti, kitérd él merdleges, akkor a paralelogramma sikmetszetek téglalapok.

c¢) dbra: ha az EFGH tetraéder szabilyos, akkor a paralelogramma sikmetszetek négyzetek, mert ilyenkor
minden €l egyenld, és a szemkozti élek merdlegesek egymdsra.

14. H Lehet-e egy kocka sikmetszete 6tszog vagy hatszog? Hatszog esetében bizonyitsd be, hogy
mikor kaphatunk szabdlyos hatszoget!

Megoldas
b X D
a) D C ) [

K L

N\ o c
E F

K - y

A B Z7A M

L

a) A kocka Otszogmetszete az dbrdin lithato. Az A,B,C,D,E pontok a KLC hdromszog sikjdban vannak.
A kapott 0tszdg nem szabdlyos.

b) A kocka XYZ hdromsziogmetszete a KL testdtlora merdleges, az X,Y,Z csticsokon dthaladé sikkal dllit-
haté eld. Ha ezt a sikot a KL testdtlé O felez6pontjdba toljuk, akkor kapjuk a kocka egyik hatszog met-
szetét.

—  ElGszor beldtjuk, hogy az A,B,C,D,E,F pontok a KL testitlo felezdmerdleges sikjaban vannak.
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Legyen pl. a B cstics az MY szakasz felezpontja. BL= BK, mivel ezek a szakaszok két egybevdgd,
a, illetve g befogojii derékszogil hdromszdg dtfogdi. Tehdt B egyenld tdvolsidgra van K-tol és L-t6l,

igy rajta van KL felez6merdleges sikjin. Ez a hatsz0g minden csticsdra igaz.

—  Mdsodszor beldtjuk, hogy a hatszig egyenld oldalii.
A hatszég minden oldala az XYZ szabdlyos hdromszog oldaldnak felével egyenld, hdromszigek
kozépvonal tétele miatt.

- Véqiil beldtjuk, hogy a hatszog szogei egyenldk.
Az OAB és az OBC hdromszdgek szabilyosak, mert miden oldaluk egyenld a kocka lapdtldjanak
felével, ezért a B csticsndl 1év6 sz0g 120 °-0s.Ez a hatszog minden csticsindl ugyanigy beldthato.

15. H Lehet-e egy szabélyos oktaédert szabalyos hatszogben metszeni?

Megoldas
E, D,
X . Y
E D
F, 3 C C,
K L
~_|"B
T
ANV B1
Z

A szabdlyos oktaédert dudlis pdrjdval, a kockdval rajzoltuk fel.

A szabdlyos oktaéderen bejelélt A,B,C,D,E,F élfelezd pontok egy szabdlyos hatszoget hatdroznak meg.
Vizsgdljuk a hatszog AB oldalit. Az XYZ szabidlyos haromszdg XY-nal parhuzamos kozépvonala KL, és
a TKL hdromszdg KL-lel pdrhuzamos kizépvonala, pedig AB, ezért AB pdrhuzamos XY-nal, és annak
negyede. Ez, hatszogiink minden oldaldra hasonloan beldthatd. Az eldz0 feladatban kaptuk, hogy a kockiba
irt A1,B1,Cq,D1,E1,Fq hatszig is szabdlyos, ezért annak szemkdozti oldalai pdrhuzamosak, vagyis E{D; pdr-
huzamos A1Bi-gyel, ugyanakkor E;Dy pdrhuzamos XY-nal is, amibdl kivetkezik, hogy XY pdrhuzamos
A1Bi-gyel. Azt kaptuk, hogy AB pdrhuzamos A1B1-gyel. Vagyis a két hatszog megfeleld oldalai pdrhuza-
mosak, tehdt a szogei egyenldk. Tehdt az ABCDEF hatszdg szabilyos.



